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птотическая нормальность ядерных оценок квантильной функции.

Говоря о ядерных оценках квантильной функции, будем иметь в виду следую-
щее. Пусть X1, X2, . . . , Xn — независимые и одинаково распределенные случайные
величины (с. в.) с непрерывной функцией распределения (ф. р.) F (x) и P {0 6 Xi 6
1} = 1 . Пусть xλ = Q(λ) = inf{x : F (x) > λ} , Qn(λ) = inf{x : Fn(x) > λ} и
Fn(x) = n

−1∑n
i=1 I {Xi 6 x} есть эмпирическая функция распределения. Оценка

для Q(λj) вида q̂jn(Fn) = α−1n
∫ 1
0
Qn(x)K((λj − x)/αn) dx , где неслучайная после-

довательность αn → 0 при n → ∞ , K(x) — ограниченная и непрерывная на R
плотность распределения с носителем на [−1, 1] , была предложена в работе [1]. При
условиях гладкости на F (x) и отделимости плотности f(x) от нуля в [1] была дока-
зана асимптотическая нормальность N(0,Σ) вектора n1/2(q̂jn(Fn) − q̂jn(F ))mj=1 , где
Σ = (σij) , σij = Q

′(λi)Q
′(λj)λi(1−λj) , 1 6 i 6 j 6 m . Доказательство основывалось

на представлении Бахадура (см. [2–4]), которое позволяет вместо квантильного про-
цесса ρn(λ) = n1/2f(Q(λ))(Q(λ) − Qn(λ)) , 0 < λ < 1 , рассматривать эмпирический
процесс αn(x) = n1/2(Fn(x)− F (x)) , −∞ < x <∞ .

Пусть H(x) =
∫ x
−∞K(u) du . Далее в качестве оценки ф. р. F (x) мы будем ис-

пользовать оценку F̂n(x) ядерного типа, именно, F̂n(x) = n−1
∑n
i=1H((λ −Xi)/αn) .

В [5] для оценок ядерного типа установлено, что n1/4|αn(Q(λ))− ρ̂n(λ)|
D
−→
n→∞

Y . Там

же указана ф. р. с. в. Y , более того, n1/4(lnn)−1/2 supa6λ6b |αn(Q(λ)) − ρ̂n(λ)|
D
−→
n→∞

(supa6λ6b |B(λ)|)
1/2 , где {B(λ) , 0 6 λ 6 1} есть броуновское движение и 0 6 a <

b 6 1 . Статистику q̂jn(F̂n) = α−1n
∫ 1
0
Q̂n(x)K((λj − x)/αn) dx можно использовать в

качестве оценки для Q(λj) , и можно показать, что предельным распределением век-
тора n1/2(q̂jn(F̂n)− q̂jn(F ))mj=1 будет нормальное распределение N(0,Σ) . Здесь же мы
рассматриваем оценки вида x̂1,n(λj) = n−1

∑n
i=1H((λj − F̂n(i/n))/αn) и доказываем,

что распределения вектора n1/2(x̂1,n(λj)−Q(λj))mj=1 при некоторых условиях регуляр-
ности сходятся к нормальному распределению N(0,Σ) . Отметим, что в регрессионной
схеме аналогичные оценки были предложены и изучены в [6].

Рассматриваются также статистики

x̂2,n(λ) =
2

n

n∑

i=1

i

n
H

(
λ− F̂n(i/n)

αn

)

,

которые служат основой предложенных ниже оценок x̂3,n(λj) . Показано, что

x̂2,n(λ)
p
−→
n→∞

x2λ и n1/2(x̂2,n(λ)− x
2
λ)

D
−→
n→∞

N(0, σ2),

где σ2 = 4λ(1− λ)x2λ/f
2(xλ) , поэтому в качестве оценки xλ рассмотрим следующую

статистику: x̂3,n(λ) = (x̂2,n(λ))1/2 . Учитывая теорему 1.5 из [6, с. 299] и рассматривая
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0 < λ1 < λ2 < ∙ ∙ ∙ < λm < 1 , мы доказываем, что

n1/2(x̂3,n(λj)− xλj )
m
j=1

D
−→
n→∞

N(0,Σ1), Σ1 = (ρij)m×m, ρij = ρji,

где ρij = λi(1− λj)(xλixλj )
1/2/(f(xλi)f(xλj )) , i 6 j .

Поскольку 0 < xλj < 1 , предельные дисперсии оценок x̂3,n(λj) меньше, чем

предельные дисперсии оценок x̂1,n(λj) и оценок q̂jn(F̂n) .
Изучены также оценки вида

x̂4,n(λ) =

(
2

n

n∑

i=1

UiH

(
λ− F̂n(Ui)
αn

))1/2

,

где Ui ∈ R(0, 1) независимы, и доказана их асимптотическая нормальность с параме-
трами (0,Σ1) .
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