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А. В И в а н о в (Москва, МИЭМ НИУ ВШЭ). Асимптотически опти-
мальные критерии в задаче различения гипотез о распределении случай-
ного вектора.

Рассматривается последовательность независимых случайных векторов Xt =
(Xt1, Xt2, . . . , Xtm) ∈ Bm , B = {0, 1} , m = 1, 2, . . . , t = 1, 2, . . . , n , с независимы-
ми координатами с распределением P {Xtj = τ} = 1/2 , τ ∈ B , j = 1, 2, . . . ,m ,
t = 1, 2, . . . , n .

Введем в рассмотрение последовательность независимых случайных векторов
εt = (εt1, εt2, . . . , εtm) ∈ Bm , t = 1, 2, . . . , n , с независимыми координатами, не за-
висящими от последовательности {Xt}nt=1 , P {εtj = τ} = (1 + (−1)

τδ)/2 , τ ∈ B ,
j = 1, 2, . . . ,m , t = 1, 2, . . . , n , ‖δ‖ 6 1 .

Рассмотрим последовательность случайных величин η∗t = f(Xt⊕ εt)+ ξ
∗
t , где ξ

∗
t

(t = 1, 2, . . . , n) — независимые случайные величины с распределением N (m,σ2) , не
зависящие от векторов {Xt}nt=1 , {εt}

n
t=1 , ⊕ — покоординатное сложение векторов

по модулю 2, f(x) : Bm → R , x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Bm — заданная псевдобулева
функция.

Рассмотрим новую последовательность случайных величин ηt = (η∗t − m)/σ =
λf(Xt ⊕ εt) + ξt , где ξt (t = 1, 2, . . . , n) — независимые случайные величины с рас-
пределением N(0, 1) , λ = σ−1 .

Обозначим ϕ(z) = (2π)−1/2e−z
2/2 — плотность, Φ(z) =

∫ z
−∞ ϕ(u) du — функцию

распределения, ζp = Φ−1(p) — квантиль распределения N(0, 1) уровня p .
Предположим, что наблюдается последовательность независимых случайных век-

торов вида (ηt, Xt) = (λf(Xt ⊕ εt) + ξt, Xt) , t = 1, 2, . . . , n . Обозначим pf,λ,δ(z, x)
плотность распределения вероятностей случайного вектора (ηt, Xt) при заданной
функции f и фиксированных значениях λ, δ . Для любых измеримых множеств
A ⊂ R , C ⊂ Bm имеет место равенство P {ηt ∈ A, Xt ∈ C} =

∑
x∈C

∫
A
pf,λ,δ(z, x) dz .

Введем в рассмотрение гипотезы Hf,λ,δ . Каждая гипотеза однозначно задается
функцией f и параметрами λ, δ . Дополнительно введем вспомогательную гипотезу
H0 : λ = 0 , при которой ηt = ξt .

В работе, представленной данным докладом, построены локально асимптоти-
чески оптимальные критерии (локальная асимптотическая оптимальность критерия
определена, например, в [6, с. 105]) различения гипотез Hf,λ,δ и Hf∗,λ,δ∗ по выборке
{(ηt, Xt)}nt=1 в условиях схемы серий при n → ∞ , λ = λ(n) → 0 , а также найдены
их вероятностные характеристики, в частности, асимптотически минимальный объ-
ем выборки для заданных вероятностях ошибок первого и второго рода. Далее будем
обозначать рассматриваемые гипотезы Hf,δ и Hf∗,δ∗ , а соответствующие им плот-
ности — pf,δ , pf∗,δ∗ .

Заметим, что при f(x) = ‖x‖ =
∑m
j=1 xj рассматриваемая последовательность

представляет собой модель двоичного симметричного канала (ДСК), а случайная ве-
личина λ‖Xt ⊕ εt‖ + ξt — модель канала с аддитивным белым гауссовским шумом
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(АБГШ) (подробнее о терминологии см., например, [1, с. 85]). Отметим также, что
близкие по постановкам и методам решения задачи для случая P {Xt = X} = 1 ,
t = 1, 2, . . . , n , неоднократно рассматривались в литературе (см., например, [2, 4, 5]).

В области
∏n
t=1 pf,δ(ηt, Xt)pf∗,δ∗(ηt, Xt) > 0 статистика отношения правдоподо-

бия оптимального критерия различения гипотез Hf,δ и Hf∗,δ∗ имеет вид

Lf,f∗,δ,δ∗ = ln

(
n∏

t=1

pf∗,δ∗(ηt, Xt)

pf,δ(ηt, Xt)

)

=

n∑

t=1

ln

(
pf∗,δ∗(ηt, Xt)

p0(ηt, Xt)

)

−
n∑

t=1

ln

(
pf,δ(ηt, Xt)

p0(ηt, Xt)

)

,

где p0(ηt, Xt) — соответствующая плотность распределения при справедливости ги-
потезы H0 .

Далее Lf,δ(Lf,f∗,δ,δ∗) будем обозначать распределение статистики Lf,f∗,δ,δ∗ при
справедливости гипотезы Hf,δ . Для упрощения обозначений везде при гипотезе или
при соответствующих статистиках и распределениях будем указывать только те пара-
метры, которые различны. Например, вместо Lf,δ(Lf,f∗,δ,δ) будем писать Lf (Lf,f∗) .
Символом ⇒ далее будем обозначать слабую сходимость вероятностных мер. Будем
считать, что заданы вероятности ошибок критерия первого и второго рода α < 1/2 ,
β < 1/2 .

Теорема 1. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0, nλ2 = γ = const > 0,

δ = const , δ∗ = const , hf,f∗,δ,δ∗ = E0(a(f
∗, δ∗, Xt)− a(f, δ,Xt))

2
> 0, где

a(f, δ,X) = Eδf(X ⊕ ε) и либо f(x) 6= f∗(x), либо δ 6= δ∗ . Тогда Lf,δ(Lf,f∗,δ,δ∗) ⇒
N (−γhf,f∗,δ,δ∗/2; γhf,f∗,δ,δ∗) при гипотезе Hf,δ; Lf∗,δ∗(Lf,f∗,δ,δ∗) ⇒ N (γhf,f∗,δ,δ∗/2;
γhf,f∗,δ,δ∗) при гипотезе Hf∗,δ∗ . Минимальный объем материала для различения
указанных гипотез асимптотически равен nf,f∗,δ,δ∗ ∼ (ζα + ζβ)2(λ2hf,f∗,δ,δ∗)−1 .

Нетрудно видеть, что теорема 1 достаточно универсальна в том смысле, что
дает общий вид асимптотических распределений при различных конкретизациях па-
раметров модели f, λ, δ . В частности, при f(x) = f∗(x) из нее вытекает следующее
утверждение.

Теорема 2. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0, nλ2 = γ = const > 0, δ =

const , δ∗ = const , δ 6= δ∗, hδ,δ∗ = E0(a(f, δ∗, Xt)− a(f, δ,Xt))
2
> 0, где a(f, δ,X)

определено в формулировке теоремы 1. Тогда Lδ(Lδ,δ∗) ⇒ N(−γhδ,δ∗/2; γhδ,δ∗) при
гипотезе Hδ; Lδ∗(Lδ,δ∗) ⇒ N (γhδ,δ∗/2; γhδ,δ∗) при гипотезе Hδ∗ . Минимальный
объем материала для различения указанных гипотез асимптотически равен nδ,δ∗ ∼
(ζα + ζβ)

2(λ2hδ,δ∗)
−1 .

В качестве частного случая следствия при f(x) = ‖x‖ =
∑m
j=1 xj , δ = 0 , δ

∗ = 1
получаем следующее утверждение (см. [3, теорема 1]).

Следствие. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0, nλ2 = γ = const > 0 . Тогда
L0(L0,1) ⇒ N (−mγ/8;mγ/4) при гипотезе H0; L1(L0,1) ⇒ N (mγ/8;mγ/4) при
гипотезе H1 . Минимальный объем материала для различения указанных гипотез
асимптотически равен n0,1 ∼ 4(ζα + ζβ)2m−1λ−2 .

При доказательстве приведенных утверждений существенно использовались ре-
зультаты работ [6, 7].

В качестве дальнейших направлений исследований можно рассмотреть общую
схему серий, в которой при n→∞ изменяются f, λ, δ , а вместо операции ⊕ исполь-
зуются другие операции.
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