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Пусть X(n) = (X1, . . . , Xn) — выборка из распределения Pθ , индексированного
параметром θ ∈ R1 . Параметр θ в каждом эксперименте есть реализация случай-
ной величины ϑ с функцией распределения G(θ). Статистика θ = θ(x(n)) образу-
ет верхнюю (1 − α) -доверительную границу, если условная вероятность P{ϑ 6 θ |
θ(X(n)) 6 θ} > 1 − α при любых θ с G(θ) > 0. В работе [1] такие границы названы
Б-доверительными (доверительными по С.Н.Бернштейна).

В некоторых ситуациях оптимальная граница, минимизирующая условную ве-
роятность P{ϑ 6 θ | θ(X(n)) > θ} , может быть построена следующим образом (см.
[1]). Пусть Tn(z;X(n)) = P{ϑ 6 z | X(n)} — апостериорное распределение ϑ при
фиксированном X(n). Положим

θ̂n(x
(n)) = inf〈 z : P{ϑ 6 z | Tn(z ; X

(n)) > Tn(z;x
(n))} > 1− α〉.

Если вероятностная моделей обладает монотонным (относительно статистики T =
T (X(n)) ) отношением правдоподобия, то статистику Tn можно заменить на T и в
этом случае граница θ̂n будет оптимальной.

В общем случае для границы θ̂n условие доверительности может нарушаться.
Пусть Fn(t; θ, z) = Pθ{Tn(z;X(n)) < t} — распределение Tn при фиксированных
θ, z; χ(A) — индикаторная функция события A.

Теорема 1. Если функция распределения G имеет обратную G−1 и для лю-
бых z 6= y 6= θ ∈ R1 при n → ∞ по вероятности Pθ последовательность

Fn(Tn(z ; X(n)) ; z, y)
Pθ−→ χ(θ < y), то для любых θ с G(θ) > 0

(I) lim
n→∞

P{ϑ 6 θ | θ̂n 6 θ} > 1− α;

(II) θ̂n
Pθ−→ G−1((1− α)G(θ)).

Условие теоремы представляет собой слегка усиленный вариант условия состоя-
тельности апостериорного распределения Tn .

В [1] был предложен простой вариант асимптотически доверительной границы
G−1((1−α)G(Tn)) , где Tn — любая состоятельная оценка θ. Пусть Tn — равномерно
состоятельная оценка θ такая, что апостериорное распределение Tn асимптотически
нормально (см., например, [2]) со средним Tn и дисперсией (nI(θ))−1 : при любом θ

sup
z

∣
∣
∣Tn
(
θ +

z
√
nI(θ)

;X(n)
)
− Φ(z − Tn)

∣
∣
∣
Pθ−→ 0, n→∞,

где Φ — функция распределения стандартного нормального (0,1) закона.
Пусть φ(x) = Φ′(x), g(θ) — плотность распределения ϑ . Определим

θ∗n = Tn +
1
√
n
cn(Tn, α),
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где cn(x, α) — решение уравнения φ(c)− cΦ(−c) = G(x)α
√
nI(x)/g(x).

Теорема 2. Если статистический эксперимент удовлетворяет условиям,
обеспечивающим локальную асимптотическую нормальность, априорная плотность
g(θ) всюду непрерывна и положительна, тогда асимптотическая надежность гра-
ницы θ∗n равна 1− α/

√
n :

√
n(1−P{ϑ 6 θ | θ∗n 6 θ}) = α.

Числовые примеры показывают, что при больших значениях Tn предложенная
граница сильно отличается от оптимальной. В качестве варианта исправления такой
ситуации предлагается использовать границу

θ∗n = max {Tn + cn/
√
n, G−1((1− α)G(Tn))},

каковая уже при объеме выборки порядка n = 50 и уровне надежности 1 − α/
√
n =

0, 95 практически неотличима от оптимальной и превосходит по точности границу
G−1((1− α)G(Tn)) .
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