
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 20 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 2

2013

Э. Ф. Х а й р е т д и н о в (Москва, НИИМех МГУ). Ламинарный погра-
ничный слой на неподвижной сфере, обтекаемой стационарным однород-
ным потоком вязкой несжимаемой жидкости.

Примем радиус сферы и скорость потока на бесконечности равными 1. Названный
поток описывается уравнениями [1, с. 92–93]
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Здесь Δ — дифференциальный оператор:
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r, θ, ϕ — сферические координаты с полюсом в центре сферы, u = vθ, v = vr, vϕ =
0 — компоненты вектора скорости течения жидкости, p — приведенное давление,
∂ p/∂ϕ = 0 , ν � 1 — кинематическая вязкость.

Решение системы уравнений (1) определяется граничными условиями

r =∞ : u = sin θ, v = − cos θ, (2.1)

r = 1: u = v = 0. (2.2)

Уравнения (1) имеют потенциальное решение [2, с. 586–587]: ũ = Φθ/r = (1 +
2−1r−2) sin θ , ṽ = −(1− r−2) cos θ , которое удовлетворяет граничным условиям (2.1),
но граничным условиям (2.2) удовлетворяет лишь частично: при r = 1 выполняет-
ся ṽ = 0 , но ũ = (3/2) sin θ . При этом давление в потоке определяется формулой
Лагранжа p̃(θ, r) = p∞+(1− ũ2− ṽ2)/2 . На сфере p = p̃(θ, 1) = p∞+1/2− (9/8) sin2 θ .

R. v.Mises [3, с. 434] нашел, что при малых значениях ν решение уравнений (1),
удовлетворяющее граничным условиям (2.2), можно искать в виде ряда u = u0(x, y)+
εu1(x, y) + ∙ ∙ ∙ , v = εv1(x, y) + ∙ ∙ ∙ , p = p0(x) + εp1(x, y) (где x = θ , y = (r − 1)/ε ,
ε = ν1/2) . Решение в первом приближении определяется уравнениями

r = 1, (u0 sinx)x + (v1 sinx)y = 0, u0u0x + v1u0y = −p
′
0(x) + u0yy, (3)

которые определяют течение в бесконечно тонком слое 1 6 r < 1+εδ(x) , прилегающем
к обтекаемой сфере. В этом слое параметры u0 и v1 являются функциями переменных
x и y , а параметр p0 — функция только одной переменной x . Если допустить, что
вне этого слоя ( y > δ(x) ) течение жидкости — потенциальное, то можно принять,
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что p0(x) = p̃(x, 1) , т. е. считать, что p0(x) — распределение давления на сфере при
ее потенциальном обтекании. Тогда при y = δ(x) имеем u = ũ0(x, δ(x)) = (3/2) sin x .
Поскольку при изменении y координата r изменяется в бесконечно малом диапазоне,
это условие можно записать в виде

y =∞ : u = u0(x, δ(x)) = (3/2) sin x. (3.1)

Если сюда добавить граничные условия

y = 0: u0 = v1 = 0, (3.2)

то уравнения (3) вполне совпадут с уравнениями Прандтля [4] при обтекании сферы,
которые представляются в виде

(u sinx)x + (v sinx)y = 0, uux + vuy = −(9/4) sin x cosx+ uyy, (4)

y =∞ : u = (3/2) sin x, y = 0: u = v = 0. (4.1)

Уравнения (3) сводятся к уравнениям (здесь V (x) = (3/2) sin x )

u = V (x)Fy(x, y), v = −
1
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(5)

y = 0: F = Fy = 0, y =∞ : Fy = 1. (5.1)

Замена переменных F = βF , y = βy (β = (2/3)1/2) приводит уравнения (5) к виду
(черта над новыми переменными отпускается)

Fyyy = cosx(F
2
y − 1− 2FFyy) + sin x(FyFxy − FxFyy), (6)

y = 0: F = Fy = 0, y =∞ : Fy = 1. (6.1)

Произведя замену ξ = sin(x/2) , получим уравнение

Fyyy = (1− 2ξ
2)(F 2y − 1− 2FFyy) + (1− ξ

2)(FyFξy − FξFyy). (7)

При изменении x в промежутке 0 6 x < π переменная ξ изменяется в промежутке
0 6 x < 1 (x = x1 = π/2 , ξ = ξ1 = 2−1/2) .

Аналитическое решение уравнения (7) представляется рядом

F (ξ, y) = ξαfα(y) (α = 0, 1, 2, . . .). (8)

Здесь функция f0(y) определяется уравнением f ′′′0 = (f
′
0)
2 − 1 − 2f0f ′′0 и краевыми

условиями f0(0) = f ′0(0) = 0 , f
′
0(∞) = 1 . Решение этой краевой задачи известно:

f ′′0 (0) ≈ 1, 3120 , его впервые получил F.Homann [5, c. 83].
При i > 0 функции fi(η) удовлетворяют линейным обыкновенным дифференци-

альным уравнениям вида

f ′′′i (η) = Aif
′
0f
′
i +Bif0f

′′
i +Dif

′′
0 fi +Φi(f0, f

′
0, . . . , f

′
i−1, f

′′
i−1) (9.1)

и однородным краевым условиям

fi(0) = f
′
i(0) = f

′
i(∞) = 0. (9.2)

Если сходимость ряда (8) в области ξ > ξ1 окажется неудовлетворительной
или не будет желания решать большое количество краевых задач (9) для определе-
ния функций fi(η) , то можно свести задачу к расчету асимптотического решения
уравнений (3) достаточно высокого уровня [6, 7].

Работа выполнена под руководством акад. С.С.Григоряна и поддержана РФФИ.
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