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М.Д.М и с с а р о в, А.Ф.Ш а м с у т д и н о в (Казань, К(П)ФУ). О
динамике преобразования ренормализационой группы в фермионной иерар-
хический модели.

Фермионная модель на иерархической решетке задается гамильтонианом

H(ψ∗;α) =
∑

i,j∈Λ

1

dαn(i, j)
[ψ1(i)ψ1(j) + ψ2(i)ψ2(j)] +

∑

i∈Λ

L(ψ∗; r, g),

где
L(ψ∗; r, g) = r(ψ1(i)ψ1(i) + ψ2(i)ψ2(i)) + g ψ1(i)ψ1(i) + ψ2(i)ψ2(i).

Иерархическая решетка Λ определяется как множество целых чисел Z с иерархи-
ческим расстоянием d(i, j), i, j ∈ N, где d(i, j) = ns(i,j), если i 6= j; s(i, j) =
min {s : существует такое k, что i∈Vk,s, j ∈Vk,s}, Vk,s = {j ∈N : (k − 1)ns < j 6 k ns};
n — размер элементарной ячейки (некоторое фиксированное натуральное число). В
узлах этой решетки находятся четырехкомпонентные спины (ψ1(i), ψ1(i), ψ2(i), ψ2(i))
компоненты которых являются образующими алгебры Грассмана.

Используем вместо лагранжиана L(ψ∗; r, g) понятие грассмановозначной «плот-
ности» свободной меры f(ψ∗) = exp {−L(ψ∗; r, g)}. В общем случае «плотность» сво-
бодной меры задается выражением f(ψ∗; c) = c0 + c1(ψ1ψ1 + ψ2ψ2) + c2ψ1ψ1ψ2ψ2,

c = (c0, c1, c2) ∈ R3.
Мы трактуем набор (c0, c1, c2) как точку двумерного вещественного проективно-

го пространства RP2, поскольку два набора, отличающиеся друг от друга ненулевым
множителем, задают одно и то же гиббсовское состояние.

Блок-спиновое преобразование ренормализационной группы (РГ) Вильсона–Ка-
данова определяется по формуле

r(α)ψ∗(i) =
1
√
nα

∑

j∈Vi,1

ψ∗(j).

Гауссовская часть гамильтониана модели является инвариантной относительно пре-
образования РГ, и преобразование РГ сводится к преобразованию R(α) в простран-
стве констант связи (r, g) или в c -пространстве коэффициентов «плотности» свобод-
ной меры: R(α) (c0, c1, c2) = (c′0, c

′
1, c

′
2). Введем отображение T (n) в c -пространстве:

T (n)(c0, c1, c2) = (c
′
0, c

′
1, c

′
2), где

c′0 =
(
(c1 − c0)2 +

1

n
(c0c2 − c21)

)
,

c′1 =
(
(c1 − c0) (c2 − c1) +

1

n
(c0c2 − c21)

)
,

c′2 =
(
(c2 − c1)2 +

1

n
(c0c2 − c21)

)
,

Пусть также отображение S(λ) определяется как S(λ) (c0, c1, c2) = (λ
−1c′0, c

′
1, λ c

′
2).
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Лемма. Преобразование ренормализационной группы R(α) имеет вид

R(α) (c0, c1, c2) = (c2 − 2c1 + c0)
n−2 S(λ)T (n) (c0, c1, c2),

где λ = nα−1. Если c2 − 2c1 + c0 6= 0 и этот сомножитель можно опустить, по-
скольку рассматривается преобразование в проективном пространстве, то опре-
делено обратное отображение R(α)−1, для которого справедливо представление
R(α)−1 = T (n−1)S(λ−1).

Преобразование R(α) имеет тривиальную (гауссовскую) неподвижную точку
(1, 0, 0) и неподвижную точку (0, 0, 1), которая задает грассманову δ -функцию
δ(ψ∗) = ψ1ψ1ψ2ψ2. Обозначим эту неподвижную точку δ. Кроме того, имеются еще
две негауссовские неподвижные точки.

В работах [1–4] изучалась динамика преобразования R(α). В частности, была
получена информация о поведении устойчивых РГ-инвариантных кривых для разных
неподвижных точек. Здесь мы приводим некоторые результаты о динамике обратного
преобразования R(α)−1.

Рассмотрим реализацию проективного c -пространства в виде полусферы K =
{(c0, c1, c2) : c20 + c21 + c22 = 1, c2 > 0}, в которой противоположные точки гра-
ничной окружности c20 + c21 = 1 отождествлены. Для того чтобы получить плос-
кую (двумерную) картину, используем ортогональную проекцию K на диск D =
{(c0, c1) : c20 + c

2
1 6 1}. Тогда регулярной точке (r, g) будет соответствовать точка

(c0(r, g), c1(r, g)), где

c0(r, g) =
1

√
1 + r2 + (r2 − g)2

, c1(r, g) = −
r

√
1 + r2 + (r2 − g)2

.

В этой системе координат тривиальная (гауссовская) неподвижная точка будет
представлена точкой (1, 0). Неподвижная точка δ в проекции на диск D задается точ-
кой (0, 0). Линия g=0 в диске D описывается кривой l0={(c0(r, 0), c1(r, 0)); r∈R}.
Дополняя кривую l0 предельной точкой (1, 0), получаем замкнутую кривую l в
c -пространстве, проходящую через гауссовскую и неподвижную δ точки. Нижняя
полуплоскость {(r, g) : g < 0} задается в c -пространстве областью D−, огра-
ниченной кривой l, верхняя полуплоскость {(r, g) : 0 < g} задается областью
D+ = D \ (D1 ∪ l). Области D− и D+ являются инвариантными относительно
преобразования R(α)−1. Пусть Br(a) = D+ ∩ {(c0, c1) : c0 > (1 − a), c1 > 0},
Bl(a) = D+ ∩ {(c0, c1) : c0 > (1 − a), c1 6 0}, 0 < a < 1. Области Bl(a) и Br(a)
имеют вид криволинейных треугольников с вершиной в точке (1, 0).

Теорема. Пусть α > 3/2. Тогда существует такое значение a = a0, что
области Bl(a0) и Br(a0) инвариантны относительно преобразования R(α)−1 и все
точки из этих областей стремятся к гауссовской неподвижной точке (1, 0) при
итерациях отображения R(α)−1.

На этой теореме основан алгоритм описания глобальной динамики отображения
R(α)−1. Численные эксперименты показывают, что почти все точки из области D+
попадают либо в Bl(a0), либо в Br(a0).
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