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М. В. З а е ц (Москва, ТВП).Некоторые свойства функций с вариационно-
координатной полиномиальностью над примарным кольцом вычетов.

Пусть B = {0, 1, . . . , p − 1} ⊂ Zpm , тогда любой элемент a ∈ Zpm может
быть однозначно представлен в виде a = a(0) + p a(1) + ∙ ∙ ∙ + pm−1 a(m−1) , a(j) ∈ B ,
j = 0, 1, . . . ,m − 1 , называемом разложением элемента a в p -ичном координатном
множестве B . Отображения γj : Zpm → B , γj(a) = a(j) , j = 0, 1, . . . ,m − 1 , назы-
ваются координатными функциями. Класс всех полиномиальных функций от n пе-
ременных над кольцом Zpm обозначим через Ppm(n) . Следующее определение для
случая кольца Z2m также можно найти в [1].

Функцию f(x) : Znpm → Zpm назовем вариационно-координатно полиномиальной
(или ВКП-функцией), если для любого j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} существует такая поли-
номиальная функция pj(x) ∈ Ppm(n) , что γj(f(x)) = γj(pj(x)) при всех x ∈ Znpm .
Такую полиномиальную функцию pj(x) будем называть j -м координатным много-
членом.

Класс всех ВКП-функций от n переменных обозначим CPpm(n).
Теорема 1. Верны следующие соотношения между классами Ppm(n) и

CPpm(n) :
1) Pp2(n) = CPp2(n) ; 2) Ppm(n)  CPpm(n) при всех m > 3 .
Теорема 2. Справедлива следующая оценка сверху мощности класса CPpm(n) :

|CPpm(n)| 6 p
pn+(m−1)n pn+pn (pn(m−1)−1)/(pn−1).

Пусть f(x) ∈ Zpm [x] , обозначим

gradf(x) =

(
∂f

∂x1
(x),

∂f

∂x2
(x), . . . ,

∂f

∂xn
(x)

)

, где
∂f

∂xi
(x) —

формальная частная производная многочлена f(x) по переменной xi , i = 1, 2, . . . , n .

Если f1(x), f2(x), . . . , ft(x) ∈ Zpm [x] , то матрица Jf1,f2,...,ft(x) =






gradf1(x)
...

gradft(x)




 на-

зывается матрицей Якоби системы многочленов, а ее определитель |Jf1,f2,...,ft(x)| —
якобианом. Следующая теорема обобщает известный из [2] результат о биективности
полиномиальной вектор-функции.

Теорема 3. Вектор-функция F (x) = (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) : Znpm → Z
n
pm , где

fi ∈ CPpm(n), является биекцией тогда и только тогда, когда одновременно выпол-
няются условия:

1) (p01(x
(0)), p02(x

(0)), . . . , p0n(x
(0))) (mod p) : Bn → Bn является биекцией;

2) для любого j ∈ {1, 2, . . . ,m − 1} якобиан |Jpj1,pj2,...,pjn(x
(0))| 6≡ 0 (mod p)

при всех x(0) ∈ Bn,
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где pji(x) — j -й координатный многочлен функции fi(x), j = 0, 1, . . . ,m − 1, i =
1, 2, . . . , n, и x(0) = (x(0)1 , x

(0)
2 , . . . , x

(0)
n ).

В частности, отсюда получим следствие — обобщение результата, изложенного,
например, в работе [3].

Следствие. ВКП-функция f(x) ∈ CPpm(1) с координатными многочленами
p0, p1, . . . , pm−1 задает подстановку кольца Zpm тогда и только тогда, когда од-
новременно выполняются условия:

1) p0(x
(0)) (mod p) задает подстановку на B;

2) для любого j ∈ {1, 2, . . . ,m− 1} частная производная
∂pj
∂x
(x(0)) 6≡ 0 (mod p)

при всех x(0) ∈ B.
Работа выполнена при поддержке гранта Президента РФ НШ-8.2010.10.
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