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Теорема Пусть функция F (x) строго выпукла и дифференцируема на вы-
пуклом заданном множестве X ⊂ RN и ∇F (x) 6= 0 на множестве X, тогда F (x)
Λ -монотонна на X.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для доказательства данной теоремы достаточно ука-
зать такое направление S (фиксированное для всего множества X ), что для лю-
бой точки x ∈ X, Γ(X) существует число β > 0, с которым [x, x − βs] ⊂ X и
F (x − βs) < F (x), т. е. направление S должно быть возможным и подходящим на-
правлением. Поскольку функция F (x) строго выпукла на выпуклом множестве, то
существует единственная точка глобального минимума x0 ∈ X. Покажем, что на-
правление S = ∇F (x0) является подходящим, т. е. для любой внутренней точки x1

множества X выполнено (∇F (x0),∇F (x1)) > 0. Введем следующие обозначения:
для любой точки xk ∈ X множество (+, xk) = {x | (∇F (xk), x) > 0} и множество
(−, xk) = {x | (∇F (xk), x) < 0}. Заметим, что в силу строй выпуклости F (x) для
любой точки x ∈ (+, xk) ∩ X выполнено F (x) > F (xk) x 6= xk. Покажем, что для
точки глобального минимума x0 возможен только случай x− x0 ∈ (+, x0) ∩X.

Пусть данное утверждение неверно, тогда x1−x0 ∈ (−, x0)∩X и F (x1) > F (x0) ,
и для любого t ∈ (0, 1] выполняется F (x0 + t(x1 − x0)) > F (x0). Используя линейную
часть формулы Тейлора, можно записать F ((x0+ t(x1−x0) ≈ F (x0)+ (∇F (x0), t(x1−
x0)) = F (x0)+t(∇F (x0), x1−x0). Поскольку x1−x0 ∈ (−, x0), то (∇F (x0), x1−x0) < 0,
и, значит, F (x0 + t(x1 − x0)) < F (x0). Получили противоречие.

Мы показали, что для любой точки x ∈ X и x 6= x0 возможно неравенство

(x− x0,∇F (x0)) > 0. (1)

Пусть x1 есть внутренняя точка множества X, тогда существует λ > 0, что
x1 + λ∇F (x1) ∈ X. Тогда из (1) следует, что 0 < (x1 − x0 + λ∇F (x1),∇F (x0)) =
λ(∇F (x1),∇F (x0)).

Используя неравенство (1), можно записать: 0 < (x1 − x0,∇F (x0)), а это озна-
чает, что (∇F (x1),∇F (x0)) > 0.
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