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А. В. В а с и н (Пенза, ПГУ). О ненадежности схем в одном бесконеч-
ном базисе.

Рассматривается реализация булевых функций схемами из ненадежных функцио-
нальных элементов в произвольном полном конечном базисе B . Предполагаем, что все
элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью ε ∈ (0, 1/2) подвержены
инверсным неисправностям на выходах. Эти неисправности характеризуются тем, что
в исправном состоянии функциональный элемент реализует приписанную ему булеву
функцию ψ , а в неисправном — функцию ψ . Считаем, что схема S из ненадежных
элементов реализует булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) , если при поступлении на вхо-
ды схемы двоичного набора a = (a1, a2, . . . , an) при отсутствии неисправностей на
выходе схемы S появляется значение f(a) .

Ненадежностью P (S) схемы S назовем максимальную вероятность ошибки на
выходе схемы S при всевозможных входных наборах схемы. Пусть Pε(f) = inf P (S) ,
где инфимум берется по всем схемам S из ненадежных элементов, реализующим буле-
ву функцию f(x1, x2, . . . , xn) . Схема A из ненадежных элементов, реализующая функ-
цию f , называется асимптотически оптимальной (асимптотически наилучшей) по
надежности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0 .
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а Ψ∗ , Θ∗ — множество функций двойственных функциям Ψ и Θ соответственно.
С.И.Аксенов [2] сформулировал следующую теорему:
Теорема 1. Пусть B — полный базис и B * Ψ, B * Ψ∗, B * Θ, B * Θ∗ .

Тогда любую булеву функцию f можно реализовать схемой S над B с ненадежно-
стью P (S) 6 4ε + cε2 при ε ∈ (0, ε0], где константы c > 0, ε0 ∈ (0, 1/2) зависят
от базиса.

Однако теорема 1 — только верхняя оценка, которая не дает представления о
ненадежности схем в базисах B , удовлетворяющих B ⊆ Ψ , или B ⊆ Ψ∗ , или B ⊆ Θ ,
или B ⊆ Θ∗ .

С.И.Аксеновым [3] получена верхняя оценка ненадежности схем в произвольном
полном конечном базисе при инверсных неисправностях на выходах элементов. Он
доказал, что существуют такие константы ε0 ∈ (0, 1/2) и d > 0, зависящие от базиса,
что любую булеву функцию f можно реализовать такой схемой S , что P (S) 6 5ε+dε2

при ε ∈ (0; ε0].
В работе [4] явно найдены константы d, ε0 и доказана теорема 2.
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Теорема 2. В произвольном полном конечном базисе B любую булеву функцию
f можно реализовать схемой A с ненадежностью P (A) 6 5ε + 182ε2 при ε ∈
(0, 1/960] .

Теорема 2 справедлива и для базисов B, удовлетворяющих условию B ⊆ Ψ, или
B ⊆ Ψ∗.

Автором в [1] решена задача построения асимптотически оптимальных по надеж-
ности схем при инверсных неисправностях на выходах элементов в полных базисах из
трехвходовых элементов. В [1] доказаны нижние оценки ненадежности для базисов
B ⊂ {0, 1, x1, x1&x2, x1&x2&x3}, B ⊂ {0, 1, x1, x1 ∨ x2, x1 ∨ x2 ∨ x3}, и показано, для
почти всех функций асимптотически оптимальные по надежности схемы имеют нена-
дежность, асимптотически равную 5ε при ε→ 0 . Не трудно видеть, что эти базисы
являются подмножествами Ψ или Ψ∗.

Нижние оценки ненадежности схем для произвольных базисов B ⊂ Ψ или B ⊂
Ψ∗ были получены в этой работе.

Обозначим K(n) — множество булевых функций f, зависящих от переменных
x1, x2, . . . , xn, не представимых в виде (xai&g(x̃))

b (i = 1, 2, . . . , n, a, b ∈ {0, 1}) и
сформулируем теорему о нижних оценках ненадежности, для названных базисов.

Тогда справедлива следующая теорема:
Теорема 3. Пусть B — полный конечный базис и B ⊂ Ψ , или B ⊂ Ψ∗.

Пусть функция fx̃) ∈ K(n), и S — любая схема, реализующая функцию f. Тогда
P (S) > 5ε(1− ε)4 при ε ∈ (0, 1/960] .

Из теорем 2 и 3 следует, что в любом из полных базисов B таких, что B ⊂ Ψ ,
B ⊂ Ψ∗ , для почти всех функций асимптотически оптимальные по надежности схемы
функционируют с ненадежностью, асимптотически равной 5ε при ε→ 0 .

Работа поддержана грантом РФФИ, проект № 14-01-31360 и № 14-01-00273.
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