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мальные критерии в задаче различения гипотез о распределении случай-
ного вектора. III.

В работе, представленной данным докладом, продолжены исследования, предста-
вленные автором в [3–5]. Рассмотрим постановку задачи в общем виде [5].

Пусть имеются независимые случайные векторы с независимыми координата-
ми Xt = (Xt1, Xt2, . . . , Xtm) ∈ Bm , B = {0, 1} , P {Xtj = τ} = 1/2 , τ ∈ B ,
j = 1, 2, . . . ,m , t = 1, 2, . . . , а также независимые случайные векторы с независи-
мыми координатами εt = (εt1, εt2, . . . , εtm) ∈ Bm , не зависящие от векторов {Xt}∞t=1 ,
P {εtj = τ} = (1 + (−1)τδj)/2 , τ ∈ B , j = 1, 2, . . . ,m , t = 1, 2, . . . , |δj | 6 1 ,
δ = (δ1, δ2, . . . , δm) .

Предположим, что задана произвольная псевдобулева функция f(x) : Bm → R ,
x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ Bm , и рассмотрим последовательность случайных величин ηt =
λf(Xt ⊕ εt) + ξt , где ξt (t = 1, 2, . . .) — независимые одинаково распределенные
случайные величины, L(ξt) = N(0, 1) , не зависящие от векторов {Xt}∞t=1 , {εt}

∞
t=1 ,

⊕ — покоординатное сложение векторов по модулю 2.

Пусть ϕ(z) = (2π)−1/2e−z
2/2 , Φ(z) =

∫ z
−∞ ϕ(u) du — значения плотности и функ-

ции распределения случайной величины с распределением N(0, 1) в точке z ∈ R ,
ζp = Φ

−1(p) — квантиль указанного распределения уровня p , p ∈ (0, 1) .
Будем предполагать, что наблюдению доступна последовательность независимых

случайных векторов вида (ηt, Xt) = (λf(Xt ⊕ εt) + ξt, Xt) , t = 1, 2, . . .
Распределение вектора (ηt, Xt) однозначно задается функцией f и параметрами

λ, δ . Обозначим Hf,λ,δ гипотезу, задаваемую функцией f и параметрами λ, δ .
Обозначим pf,λ,δ(z, x) , z ∈ R , плотность распределения вероятностей случайного

вектора (ηt, Xt) , определяемую соответствующей гипотезой Hf,λ,δ . Дополнительно

введем гипотезу H0 : λ = 0 , которая в дальнейшем играет вспомогательную роль.
В работах [3–5] рассматривался «однородный» случай: λ ≡ λ∗ , δj ≡ δ , j =

1, 2, . . . ,m , таким образом, задача сводилась к различению гипотез Hf,λ,δ и Hf∗,λ,δ∗ .
Обзор полученных в этих условиях результатов приведен в [5].

Для случая f(x) = ‖x‖ =
∑m
j=1 xj случайный вектор Xt ⊕ εt обобщает хорошо

известную модель двоичного симметричного канала (ДСК) на многомерный случай, а
случайная величина λ‖Xt ⊕ εt‖+ ξt является моделью канала с векторным дискрет-
ным шумом и аддитивным белым гауссовским шумом (АБГШ) (подробнее о термино-
логии см., например, с. 85, 115 в [1]). Здесь же отметим, что близкие по постановкам
и методам решения задачи для случая P {Xt = X} = 1 , t = 1, 2, . . . , неоднократ-
но рассматривались в литературе (см., например, [2, 6, 7]). Также следует обратить
внимание на работу [10], в которой рассмотрены задачи подобного типа.

Далее полагается f ≡ f∗ , λ ≡ λ∗ . В настоящей работе построены асимпто-
тически оптимальные критерии различения гипотез о векторном параметре δ . След-
ствиями доказанных теорем являются некоторые результаты работ [3–5]. Поскольку
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в данном случае гипотезы Hf,λ,δ и Hf∗,λ∗,δ∗ представляют собой гипотезы Hf,λ,δ и
Hf,λ,δ∗ , далее они и соответствующие им плотности будут обозначаться Hδ и Hδ∗ ,
pδ(z, x) , pδ∗(z, x) .

Следуя классическому подходу, рассмотрим статистику логарифма отношения
правдоподобия оптимального критерия различения гипотез Hδ и Hδ∗ :

Lδ,δ∗ = ln

( n∏

t=1

pδ∗(ηt, Xt)

pδ(ηt, Xt)

)

=
n∑

t=1

ln

(
pδ∗(ηt, Xt)

p0(ηt, Xt)

)

−
n∑

t=1

ln

(
pδ(ηt, Xt)

p0(ηt, Xt)

)

,

где p0(z, x) обозначена плотность распределения при гипотезе H0 .
В дальнейшем обозначим Lδ(∙) , Eδ распределение и математическое ожидание

соответствующей статистики при гипотезе Hδ , символом ⇒ — слабую сходимость
вероятностных мер.

Будем считать, что заданы вероятности ошибок критерия первого и второго рода
α, β соответственно. Положим Aδ(X) = Eδf(X ⊕ ε) . Далее обозначим const вектор
(c1, c2, . . . , cm) , cj = constj , j = 1, 2, . . . ,m . Для двух векторов a , b будем говорить,
что a = b тогда и только тогда, когда aj = bj , j = 1, 2, . . . ,m . В противном случае
будем писать a 6= b .

Теорема 1. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0 таким образом, что λ2n = γ =
const > 0, δ = const, δ

∗
= const

∗
, δ 6= δ

∗
, bδ,δ∗ = E

0(Aδ∗(Xt)−Aδ(Xt))
2 .

Тогда при гипотезе Hδ : Lδ(Lδ,δ∗) ⇒ N(−γbδ,δ∗/2; γbδ,δ∗); при гипотезе Hδ∗ :
Lδ∗(Lδ,δ∗) ⇒ N(γbδ,δ∗/2; γbδ,δ∗) . Минимальный объем выборки для различения ука-

занных гипотез асимптотически равен nδ,δ∗ ∼ (ζα + ζβ)
2/(λ2bδ,δ∗) .

В частности, при δj = δ , δj∗ = δ∗ , j = 1, 2, . . . ,m , δ 6= δ∗ из теоремы 1 следует
теорема 2 в [4], а при δ = 0 , δ∗ = 1 и f(x) = ‖x‖ =

∑m
j=1 xj — теорема 1 в [3].

Представляет интерес важный частный случай f(x) = ‖x‖ =
∑m
j=1 xj , результат

для которого сформулируем отдельно.
Теорема 2. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0 таким образом, что λ2n = γ =

const > 0, f(x) = ‖x‖ =
∑m
j=1 xj и dδ,δ∗ =

∑m
j=1(δj

∗ − δj)2 6= 0 .
Тогда минимальный объем выборки для различения указанных гипотез асим-

птотически равен nδ,δ∗ ∼ 4(ζα + ζβ)
2/(λ2dδ,δ∗) .

В частности, при δ = 0 , δ∗ = 1 из теоремы 2 следует теорема 2 в [3].
Далее рассматривается схема серий, в которой δj ≡ δj(n) → 0 , j = 1, 2, . . . ,m ,

при n→∞ , причем по каждой координате имеется своя зависимость.
Пусть χ = (χ1, χ2, . . . , χm) , χj = constj , j = 1, 2, . . . ,m . Положим δ = τχ , где

τ = ‖δ‖ = (
∑m
j=1 δ

2
j )
1/2 . Вектор χ определяет направление сближения вектора δ с

началом координат, а величина τ — скорость сближения.
Введем следующие обозначения:

πδ(u) = π0(u)
m∏

j=1

(1 + (−1)uj δj), u = (u1, u2, . . . , um) ∈ B
m, π0(u) = 2

−m.

Положим

π̇0(u) =

(
∂πδ(u)

∂δ1

∣
∣
δ=0
, . . . ,

∂πδ(u)

∂δm

∣
∣
δ=0

)T
, π̈0(u) =

∥
∥
∥
∥
∂2πδ(u)

∂δi∂δj

∣
∣
δ=0

∥
∥
∥
∥

m

i,j=1

,

где 0 = (0, 0, . . . , 0) — нулевой вектор размерности m , T — транспонирование,

h(u) =
π̇0(u)

π0(u)
, hδ(u) = δ h(u), H(u) =

π̈0(u)

π0(u)
, Hδ(u) = δ H(u)δ

T
.

Теорема 3. Пусть n → ∞, λ = λ(n) → 0 таким образом, что λ4n = γ =
const > 0, δ = ρλχ, δ

∗
= ρ∗λχ, ρ = const, ρ∗ = const∗, ρ 6= ρ∗, qχ(x) = E0[f(x ⊕

ε)hχ(ε)], Qχ = E
0q2χ(X).
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Тогда при гипотезе Hρ : Lρ(Lρ,ρ∗) ⇒ N(−γ(ρ − ρ∗)2Qχ/2; γ(ρ − ρ∗)2Qχ); при
гипотезе Hρ∗ : Lρ∗(Lρ,ρ∗) ⇒ N(γ(ρ− ρ∗)2Qχ/2; γ(ρ− ρ∗)2Qχ) . Минимальный объем
выборки для различения указанных гипотез асимптотически равен nρ,ρ∗ ∼ (ζα +
ζβ)

2/(λ4(ρ− ρ∗)2Qχ) .
При доказательстве приведенных утверждений существенно использовались ре-

зультаты работ [8, 9].
В качестве дальнейших исследований было бы интересно рассмотреть схему, в

которой δ = ρλχ , δ
∗
= ρ∗λχ∗ , ρ 6= ρ∗ , χ 6= χ∗ , т. е. ситуацию, когда сближение с

началом координат происходит с разной скоростью и по разным направлениям. Также
определенный интерес представляет исследование случая, в котором вместо операции
⊕ используется другая операция.
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