
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 21 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 4

2014

А. М. З у б к о в, В. И. К р у г л о в (Москва, МИ РАН). О весах век-
торов в случайных линейных пространствах над GF(p) .

Зафиксируем простое число p и будем обозначать FNp = {X = (x1, x2, . . . , xN ) :
x1, x2, . . . , xN ∈ Fp} линейное N -мерное пространство над простым полем Fp. Под
k -мерным линейным кодом будем понимать любое k -мерное ( k < N ) подпростран-
ство L ⊂ FNp , а весом вектора X = (x1, x2, . . . , xN ) ∈ FNp будем называть число
w(X) =

∑N
k=1 I{xk 6= 0} его ненулевых координат.

Множество векторов фиксированного веса s в пространстве FNp будем обозна-
чать через (FNp )s, а множество ненулевых векторов веса, не превосходящего s, будем
обозначать через (FNp )6s :

(FNp )s = {X ∈ F
N
p |w(X) = s}, (F

N
p )6s = {X ∈ F

N
p | 0 < w(X) 6 s};

при таких обозначениях FNp =
⊔N
s=0(F

N
p )s.

О п р е д е л е н и е. Будем обозначать через vs(L) = |L ∩ (FNp )s| и v6s(L) =
|L ∩ (FNp )6s| соответственно количество векторов веса s и количество ненулевых
векторов веса не больше s в линейном коде L; набор {vs(L)}Ns=0 называют весовым
спектром кода L .

Предельные пуассоновские теоремы для случайных величин vs(L) и аналогич-
ных им доказывались в [2], [3].

Зафиксируем некоторый k-мерный линейный код L и будем рассматривать
k∗ -мерный случайный код L∗ , выбираемый случайно и равновероятно из множества
всех k∗ -мерных подкодов кода L . Пусть {vs(L∗)}Ns=0 — весовой спектр выбранного
случайного кода L∗.

Теорема 1. Пусть L ⊂ FNp есть линейный k-мерный код в F
N
p , имеющий ве-

совой спектр {vs = vs(L)}Ns=0, пусть L
∗ — случайный равновероятный k∗-мерный

подкод L, 1 6 k∗ < k < N. Тогда при s = 1, 2, . . . , N

E vs(L
∗) = vs(L)

pk
∗
− 1

pk − 1
,

D vs(L
∗) = vs(L)

(pk
∗
− 1)(pk − pk

∗
)(p− 1)

(pk − 1)2

(

1−
vs(L)− (p− 1)
pk − p

)

и при s, t ∈ {1, . . . , N}, s 6= t ,

cov(vs(L
∗), vt(L

∗)) = −vs(L)vt(L)
(pk

∗
− 1)(pk − pk

∗
)(p− 1)

(pk − 1)2(pk − p)
.
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Теорема 2. В условиях теоремы 1

E v6s(L
∗) =

pk
∗
− 1

pk − 1
v6s(L),

D v6s(L
∗) =

(pk
∗
− 1)(pk − pk

∗
)(p− 1)

(pk − 1)2
pk − 1− v6s(L)

pk − p
v6s(L) 6

6 (p− 1)
pk − pk

∗

pk − 1
E v6s(L

∗)

и для минимального веса μ(L∗) = min{w(X) : X ∈ L∗\{0}} ненулевых векторов в
подкоде L∗ имеет место неравенство

(

1 +
pk − pk

∗

pk − 1
p− 1

Ev6s(L∗)

)−1

6 P{μ(L∗) 6 s} 6 E v6s(L
∗).

Теорема 3. Пусть X и Y — независимые случайные векторы, пусть вектор
X имеет равномерное распределение на множестве (FNp )s всех векторов веса s, а
вектор Y имеет равномерное распределение на множестве (FNp )t всех векторов
веса t. Тогда для любого m, где |s− t| 6 m 6 min{s+ t,N},

P {w(X+Y) = m} =
s∑

j=max{0,s+t−N}

CjsC
t−j
N−s

CtN
C
m−(s+t−2j)
j

(p− 2)m−(s+t−2j)

(p− 1)j

и

Ew(X+Y) = s+ t−
p

p− 1
st

N
,

Dw(X+Y) =
st

N

(
p2

(p− 1)2
N

N − 1

(

1−
t

N

)(
1−

s

N

)
+
p− 2
(p− 1)2

)

.

Эти результаты могут применяться при исследовании системы шифрования Мак-
Элис ([4], [5]). Доказательства теорем 1–3 опубликованы в [1].
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