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Пусть задана последовательность независимых одинаково распределенных дву-
мерных случайных векторов (pi, qi), i ∈ N, причем pi+ qi = 1 и п. н. pi > 0, qi > 0.
Введем для каждого i ∈ N вероятностное распределение {piqki , k ∈ N0}. Назовем
случайной средой совокупность всех этих вероятностных распределений.

Рассмотрим ветвящийся процесс в случайной среде (ВПСС), предполагая, что
численность непосредственных потомков представителя (i − 1) -го поколения (при
фиксированной случайной среде) имеет геометрическое распределение {piqki , k ∈ N0},
i ∈ N.

Рассмотрим для i ∈ N производящую функцию fi(s), s ∈ [0, 1], численности
непосредственных потомков одного представителя (i− 1) -го поколения (вычисленную
при фиксированной случайной среде). Очевидно, при i ∈ N

fi(s) =
∞∑

k=0

piq
k
i s
k =

pi

1− qis
, s ∈ [0, 1].

Следовательно, средняя численность непосредственных потомков (при фиксированной
случайной среде) одного представителя (i− 1) -го поколения при i ∈ N равна f ′i(1) =
qi/pi.

Предположим, что

E ln
q1

p1
< 0. (1)

Это означает, что E ln f ′1(1) < 0, т. е. рассматриваемый ВПСС является докритиче-
ским.

Положим κi = ln f ′i(1) при i ∈ N. Случайные величины κ1,κ2, . . . являют-
ся независимыми и одинаково распределенными. Введем сопровождающее случайное
блуждание S0 = 0, Sn =

∑n
i=1 κi, n ∈ N.

Пусть численность нулевого поколения равна нулю, а развитие процесса осуще-
ствляется за счет иммигрантов, присоединяющихся по одному к каждому из поколений,
начиная с нулевого поколения и заканчивая (n − 1)-м. Обозначим Z(n)i численность

i-го поколения этого процесса, i ∈ N0. Случайную последовательность {Z
(n)
i , i ∈ N0}

назовем ВПСС с иммиграцией.
Справедлива следующая предельная теорема для ВПСС с иммиграцией. Пусть

символ ⇒ означает сходимость случайных процессов в смысле конечномерных рас-
пределений.

Теорема Если выполнено условие (1), то при n→∞

{
Z
(n)

bntc, t > 0
}
⇒ {ζ(t), t > 0},
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где {ζ(t), t > 0} — неотрицательный целочисленный случайный процесс, у которого
все сечения при t > 0 независимы, причем производящая функция сечения ζ(t) при
t ∈ (0, 1] имеет вид

ϕ(s) = E(1 + ξ(1− s))−1, s ∈ [0, 1],

где

ξ =

∞∑

i=1

eSi ;

при t > 1 все сечения равны нулю.

Аналогичный результат для критического ВПСС с иммиграцией установлен в [1].

Работа поддержана программой Президиума РАН «Динамические системы
и теория управления».
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