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Н. М. М е ж е н н а я (Москва, МГТУ). О числе появлений знаков в
мультициклической случайной последовательности по модулю 4 с m-
зависимыми знаками.

Пусть n1, . . . , nr > 2 — взаимно простые натуральные числа, X(j) =
(X
(j)
0 , . . . , X

(j)
nj−1

), j = 1, . . . , r, — наборы случайных величин, распределенных рав-
номерно на множестве вычетов по модулю M. Мультициклическая случайная после-
довательность образуется по правилу

Zt =
r∑

j=1

Xt(nj) modM, (1)

где t(nj) = t mod nj . Последовательность вида (1) является математической мо-
делью выходной последовательности генератора Пола (см. [1]), в которой наборы
X(1), . . . , X(r) представляют собой заполнения регистров. В работах [2], [3] было прове-
дено исследование свойств мультициклической последовательности по модулю 2. Свой-
ства мультициклической последовательности при M = 4 и независимых равноверо-
ятных знаках в регистрах были исследованы в работе [4]. В частности, было получено
совместное предельное распределение чисел появлений знаков в мультициклической
последовательности, когда длины регистров стремятся к бесконечности. Настоящая
работа посвящена изучению свойств мультициклической последовательности по моду-
лю M = 4 вида (1) длины T = n1 . . . nr, когда случайные величины X

(j)
0 , . . . , X

(j)
nj−1

,

образующий j -й вектор X(j), зависимы.
Сформулируем два условия:
1. Пусть X(j) = (X(j)0 , . . . , X

(j)
nj−1

), j = 1, . . . , r, независимые в совокупности
случайные векторы, и

P{X(j)k = 2a2 + a1} =
1

4
, a1, a2 ∈ {0, 1}, k = 0, . . . , nj − 1, j = 1, . . . , r.

2. Пусть при каждом j случайные величины X
(j)
0 , . . . , X

(j)
nj−1

m-зависимы

по кругу, т. е. в последовательности X
(j)
0 , . . . , X

(j)
nj−1

, X
(j)
0 , . . . , X

(j)
nj−1

, . . . , X
(j)
0 , . . . ,

X
(j)
nj−1

, . . . наборы Xk, . . . , Xk+l−1 и Xk+l+m, . . . , Xk+l+m+s независимы при k, l, s >

0, l + m + s < nj , а совместное распределение случайных величин X
(j)
i1
, . . . , X

(j)
ik

инвариантно относительно циклического сдвига, то есть закон распределения набора
случайных величин X(j)i1 , . . . , X

(j)
ik

при 0 6 i1 < i2 < . . . < ik 6 nj − 1 совпадает с

распределением набора X(j)(i1+h)(nj), . . . , X
(j)

(ik+h)(nj)
, где h ∈ Z.

Определим величины δ(j), δ(j)0 , δ
(j)
1 , j = 1, . . . , r, равенствами

ν(j)a2a1 =
1

4

(
nj + (−1)

a1δ(j) + 2(−1)a2δ(j)a1

)
,

где ν(j)a2a1 — число знаков в X(j), двоичная запись которых равна a2a1, a1, a2 ∈
{0, 1}. Обозначим ν(1,...,r)a2a1 число знаков в Z0. . . . , ZT−1, имеющих двоичную запись
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a2a1, a1, a2 ∈ {0, 1}. В работе [4] показано, что

ν(1,...,r)a2a1 =
1

4

(
n1 . . . nr + (−1)

a1δ(1,...,r) + 2(−1)a2δ(1,...,r)a1

)
,

где δ(1,...,r) = δ(1) . . . δ(r), δ(1,...,r)0 + iδ
(1,...,r)
1 =

∏r
j=1

(
δ
(j)
0 + iδ

(j)
1

)
.

Нас интересует предельный при n1, . . . , nr → ∞ закон распределения слу-

чайного вектора ~ν(1,...,r) = (ν
(1,...,r)
00 , . . . , ν

(1,...,r)
11 )

T
. Ясно, что эта задача эквива-

лентна задаче о предельном законе распределения случайного вектора ∇(1,...,r) =

(δ(1,...,r), δ
(1,...,r)
0 , δ

(1,...,r)
1 )

T
.

Переходим к изложению основного результата работы. Пусть

Σ(j) =









σ
(j)2

0 ρ
(j)
01 σ

(j)
0 σ

(j)
1 ρ

(j)
02 σ

(j)
0 σ

(j)
2 ρ

(j)
03 σ

(j)
0 σ

(j)
3

ρ
(j)
01 σ

(j)
0 σ

(j)
1 σ

(j)2

1 ρ
(j)
12 σ

(j)
1 σ

(j)
2 ρ

(j)
13 σ

(j)
1 σ

(j)
3

ρ
(j)
02 σ

(j)
0 σ

(j)
2 ρ

(j)
12 σ

(j)
1 σ

(j)
2 σ

(j)2

2 ρ
(j)
23 σ

(j)
2 σ

(j)
3

ρ
(j)
03 σ

(j)
0 σ

(j)
3 ρ

(j)
13 σ

(j)
1 σ

(j)
3 ρ

(j)
23 σ

(j)
2 σ

(j)
3 σ

(j)2

3








,

σ
(j)2
2a2+a1

=
3

16
−
m

8
+ 2

∑

0<k′6m

P{X(j)0 = 2a2 + a1, X
(j)

k′
= 2a2 + a1},

ρ
(j)
2a2+a1,2b2+b1

=
−1− 2m+ 32

∑
0<k′6m P{X

(j)
0 = 2a2 + a1, X

(j)

k′
= 2b2 + b1}

16σ
(j)
2a2+a1

σ
(j)
2b2+b1

,

где a1, a2, b1, b2 ∈ {0, 1}, (a2, a1) 6= (b2, b1).
Положим

Σ∇̃(j) = CΣ
(j)CT , C =




2 0 2 0
1 0 −1 0
0 1 0 −1



 .

Теорема. Пусть выполнены условия 1 и 2, при всех j матрицы Σ∇̃(j) не-
вырождены и все nj → ∞. Если параметры m и r остаются фиксированными,

σ
(j)
k = O(1), то случайный вектор ∇̃

(1,...,r) = (n1 . . . nr)
−1/2(δ(1,...,r), δ

(1,...,r)
0 , δ

(1,...,r)
1 )

T

сходится по распределению к случайному вектору (η, η0, η1)
T , где η =

∏r
j=1 η

(j), η0+

iη1 =
∏r
j=1

(
η
(j)
0 + iη

(j)
1

)
, случайные векторы (η(j), η(j)0 , η

(j)
1 ) независимы между со-

бой и распределены по нормальному закону с нулевым средним и ковариационными
матрицами Σ∇̃(j) .

З а м е ч а н и е. Предельные распределения из теоремы и теоремы 2 работы
[4] совпадают, если при всех j = 1, . . . , r σ

(j)
0 = σ

(j)
2 , σ

(j)
0 (ρ

(j)
01 σ

(j)
1 − ρ(j)03 σ

(j)
3 ) =

σ
(j)
2 (ρ

(j)
23 σ

(j)
3 − ρ

(j)
12 σ

(j)
1 ).

Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства образования и науки
РФ (тема 1.2640.2014).
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