
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 22 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 4

2015

А. В. В а с и н (Пенза, ПФ ФГУП «НТЦ «Атлас»»). О ненадежности и
сложности схем.

Рассматривается реализация булевых функций схемами (см., например, [1]) из
ненадежных функциональных элементов в произвольном полном конечном базисе B.

Предполагаем, что все элементы схемы независимо друг от друга с вероятностью
ε ∈ (0, 1/2) подвержены инверсным неисправностям на выходах. Эти неисправности
характеризуются тем, что в исправном состоянии функциональный элемент реализует
приписанную ему булеву функцию ψ , а в неисправном — функцию ψ. Считаем, что
схема S из ненадежных элементов реализует булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) , если
при поступлении на входы схемы двоичного набора a = (a1, a2, . . . , an) при отсутствии
неисправностей на выходе схемы S появляется значение f(a).

Ненадежностью P (S) схемы S назовем максимальную вероятность ошибки на
выходе схемы S при всевозможных входных наборах схемы. Надежность схемы S

равна 1− P (S). Пусть Pε(f) = inf P (S), где инфимум берется по всем схемам S из
ненадежных элементов, реализующим булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn). Схема A из
ненадежных элементов, реализующая функцию f, называется асимптотически опти-
мальной (асимптотически наилучшей) по надежности, если P (A) ∼ Pε(f) при ε→ 0.

Число k, будем называть коэффициентом ненадежности базиса, если все функ-
ции в этом базисе можно реализовать схемами с ненадежностью, асимптотически не
больше kε (при ε→ 0 ), и найдется функция f, которую нельзя реализовать схемой
с ненадежностью, асимптотически меньше чем kε (при ε→ 0 ).

Впервые задачу синтеза надежных схем из ненадежных функциональных элемен-
тов рассматривал Дж. фон Нейман [2]. Схема из ненадежных элементов характеризует-
ся двумя важными параметрами: вероятностью ошибки на выходе схемы и сложностью
схемы. Основной недостаток метода фон Неймана в том, что с ростом числа итераций
сложность схем увеличивается экспоненциально (примерно, в 3k раз, где k — чи-
сло итераций). Поэтому именно сложности уделялось главное внимание в дальнейших
исследованиях (см. работы С.И.Ортюкова [3], Д.Улига [4], С.В.Яблонского [5].

Из работы Дж.фонНеймана следует, что если базис содержит медиану
g(x1, x2, x3) = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3, то его коэффициент ненадежности равен 1. Ока-
залось, что существуют и другие базисы (не содержащие медиану), коэффициент не-
надежности которых также равен 1 (см. работы [6], [7], [8], [9]).

Найдено множество функций G, включающее и существенно расширяющее ра-
нее известное множество функций, при наличии которых в базисе B коэффициент
ненадежности базиса B равен 1. Исследована сложность полученных схем.

Опишем указанное множество G функций ϕ(x1, x2, . . . , xk). Пусть ê1, ê2, . . . , êk ∈
{0, 1}k, где êi — вектор имеющий ровно одну ненулевую компоненту на i-м месте,
i = 1, 2, . . . , k. Пусть r ∈ {1, 2, . . . , k}. Обозначим через Er множество из k векторов
ẽ1, ẽ2, . . . , ẽk ∈ {0, 1}k такое, что: 1) ẽi = êi, i = 1, 2, . . . , r ; 2) ẽi = êi +

∑i−1
j=1 λij êj ,
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где λij ∈ {0, 1} — произвольные коэффициенты, i = r + 1, r + 2, . . . , k. Пусть суще-
ствуют такие двоичные наборы α̃, β̃ ∈ {0, 1}k такие, что: 1) ϕ(α̃) = 0, ϕ(β̃) = 1 ; 2)
для любого набора ỹ такого, что ỹ = α̃+ ẽi, ẽi ∈ Er, ẽi ∈ Er, i = 1, 2, . . . , k, верно
ϕ(ỹ) = 0 ; 3) для любого набора ỹ такого, что ỹ = β̃ + ẽi, ẽi ∈ Er, i = 1, 2, . . . , k,
верно ϕ(ỹ) = 1 ; 4) A ∩ B = ∅, где A = {α̃} ∪ {ỹ : ỹ = α̃ + ẽi, i = 1, 2, . . . , k},
B = {β̃} ∪ {ỹ : ỹ = β̃ + ẽi, i = 1, 2, . . . , k}. Пусть G′ — множество всех возмож-
ных функций ϕ, G′′ — множество функций конгруэнтных функциям G′. Через G

обозначим множество функций G′′, а так же функций, из которых отождествлением
переменных можно получить одну из функций множества G′′.

Теорема 1. Пусть полный базис B содержит функцию ϕ ∈ G. Тогда любую
функцию f в базисе B можно реализовать схемой S с ненадежностью P (S) 6
ε+1, 1(8(3/2)k + k(k+1))ε2 при любом ε ∈ (0,min(960−1, (28(8(3/2)k + k(k+1)))−1)].

Обозначим множество функций, зависящих не более чем от n переменных, от-
личных от тождественных через K(n), а K = limn→∞K(n). Любая схема S, реали-
зующая функцию f ∈ K, содержит хотя бы один функциональный элемент, поэтому
ее ненадежность удовлетворяет неравенству P (S) > ε при любом ε ∈ (0, 1/2).

Следовательно, если произвольный полный базис B содержит хотя бы один
функциональный элемент, реализующий функцию из множества G, то для почти всех
функций (так как limn→∞ |K(n)|/22

n

= 1 ) асимптотически оптимальные по надежно-
сти схемы S функционируют с ненадежностью P (S) ∼ ε при ε→ 0. Таким образом
справедлива теорема 2.

Теорема 2. Если полный базис B содержит функцию ϕ ∈ G, то коэффициент
ненадежности базиса B равен 1.

Сформулируем оценки сложности для полных базисов, содержащих функции мно-
жества G.

Теорема 3. Пусть B — полный базис, B ∩ G 6= ∅. Для любого b > 0 су-
ществуют константы ε1 ∈ (0, 1/2) и d > 0, зависящие только от базиса, такие,
что при любом n > 3 любую булеву функцию f(x1, x2, . . . , xn) ∈ K(n) можно ре-
ализовать асимптотически оптимальной по надежности схемой S, для которой
P (S) 6 ε+ dε2 при любом ε ∈ (0, ε1], L(S) 3(1 + b)ρ2n/n при n→∞.

З а м е ч а н и е. При доказательстве теоремы 3 использовались результаты
Д.Улига [4], и для рассматриваемых базисов константа ρ = 1/2.

Работа поддержана грантом РФФИ, проект № 14-01-31360 и № 14-01-00273.
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