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Геодезический граф — это связный граф, у которого любая пара вершин связана
единственной кратчайшей цепью (геодезической) [1]. Кактусом называется связный
граф, в котором нет ребер, лежащих более чем на одном простом цикле [2, с. 93]. Все
блоки кактуса — ребра или простые циклы. Полноблочным графом называется граф,
у которого все блоки — полные графы. Граф полноблочно-кактусный, если у него все
блоки или полные графы, или циклы [3]. Планарный граф— это граф, который можно
уложить на плоскости без пересечения ребер. Внешнепланарным графом называется
планарный граф, если его можно уложить на плоскости так, что все его вершины
принадлежат одной грани. Два графа называются гомеоморфными, если их можно
получить из одного графа с помощью последовательности подразбиений ребер. Стемпл
и Уотсон [1] доказали, что граф является геодезическим планарным только тогда,
когда каждый блок его — ребро, нечетный цикл или граф, гомеоморфный полному
графу K4 .

Помеченные полноблочно-кактусные графы перечислены в [4]. В работе [5] пере-
числены внешнепланарные геодезические графы, которые являются кактусами с не-
четными циклами. Геодезические графы применяют при проектировании компьютер-
ных систем и сетей [6].

Теорема. Пусть GFn — число помеченных геодезических полноблочно-
кактусных графов с n вершинами, тогда при n > 3 верна формула
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где Pi(x) — многочлен Белла одной переменной [7].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Cn — число помеченных связных графов с n
вершинами, а Bn — число помеченных блоков с n вершинами. Введем производящую

функцию: B(z) =
∞∑

n=3

Bn
zn

n!
.

В работе [8] автором было получено соотношение

Cn =
(n− 1)!
n

[z−1] exp(nB′(z))z−n,

где [z−1] — оператор формального вычета [9, c. 25].
Обозначая через B(z) экспоненциальную производящую функцию для числа бло-

ков помеченных геодезических полноблочно-кактусных графов, получим

GFn =
(n− 1)!
n

[z−1] exp(nB̄′(z))z−n.
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Так как у геодезических полноблочно-кактусных графов все блоки или полные
графы, или циклы нечетной длины, то
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Следовательно,
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Многочлен Белла одной переменной определяется через числа Стирлинга 2-го
рода и имеет следующую производящую функцию:
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Таким образом, разлагая экспоненту в степенной ряд, найдем
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Используя известный ряд [10, c. 141]
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имеем
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Учитывая, что факториал обнуляет слагаемые при n−4k−2m−1 < 0 , получим
утверждение теоремы. Теорема доказана.

Автор благодарит В.А.Воблого за поставленную задачу и ценные замечания.
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