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В связи с задачей оптимизации многомаршрутного сканирования геометрически
сложных районов для космических аппаратов (КА) дистанционного зондирования Зем-
ли (ДЗЗ) с оптико-электронной аппаратурой наблюдения (АН) [1, 2] кратко изложены
элементы теории оптимальных покрытий [3–5] и рассмотрен вариант постановки за-
дачи оптимального покрытия полосами двумерных областей с произвольными грани-
цами. В основной модели теории оптимальных покрытий вводится пара замкнутых и
ограниченных множеств X и Y, а также непрерывная, неотрицательная и выпуклая
на X функции ρ(x, y) ∀x ∈ X и ∀y ∈ Y. Каждому элементу или «центру» [2] yk ∈ Y
и числу c > 0 в X соответствует подмножество Ec(yk) = {x ∈ X : ρ(x, yk) 6 c}. По
определению [1, 2], {yk}n ∈ Y «покрывает» множество X с радиусом c > 0, если

X ⊂ ∪
n

k=1
Ec(yk). Каждый «центр» yp ∈ {yk}n ∈ Y (1 6 p 6 n) в X формируется

область его «влияния» D(yp) = {x ∈ X : ρ(x, yp) 6 ρ(x, yk), ∀k = 1, 2, . . . , n, k 6= p}.
К основным задачам теории оптимальных покрытий относятся следующие зада-

чи.

Задача 1 (о минимальном радиусе покрытия [3, 4]). Выбрать систему n «цен-
тров» {yk}n ∈ Y (n > 1) так, чтобы множество X покрывалось с наименьшим
c > 0.

Задача 2 (о минимальной системе «центров»). Для заданного c > 0 выбрать
такую систему «центров» {yk}n ∈ Y, чтобы X покрывалось для наименьшего числа
n.

Содержание и особенности задач 1 и 2 существенно зависят от характера мно-
жеств X и Y, а также от вида функции ρ(x, y). Спектр прикладных задач весьма
широк в том случае, когда множества X и Y не только сложно устроены, но и их
элементами являются объекты различного вида. Примером тому задача, в которой
X ⊂ V — ограниченная область плоскости V ∈ R2, ее элементы суть точки x ∈ V,
множество Y — множество прямых P ∈ V, а функция ρ(x, y) вводится как расстоя-
ние от точки x ∈ X до прямой L ∈ P, проходящей через точку x0 ∈ V в направлении
заданного единичного орта l0 ∈ V. Очевидно, что в этом случае X покрывается си-
стемой «центров» {Lk}n ∈ P (n > 1) и для каждого Lk ∈ P и заданного h > 0
формируются полосы Eh(Lk) = {x ∈ X : ρ(x, Lk) 6 h}.

Задача 3. Выбрать систему n «центров» {Lk}n ∈ P (n > 1) так, чтобы
множество X покрывалось с наименьшим радиусом покрытия, то есть чтобы для
наименьшего значения полуширины полосы h > 0 выполнялось условие типа: X ⊂

∪
n

k=1
Eh(Lk).
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Задача 4. Для заданного h > 0 выбрать такую систему «центров» {Lk}n ∈ P,
чтобы покрытие множество X выполнялось для наименьшего числа n.

Приведены примеры решения задачи 3, в которых множество X — единичный
квадрат плоскости и прямоугольный треугольник с единичными катетами, а система
покрывающих «центров»— совокупность трех прямых {L1, L2, L3}. В первом случае
получено hmin = 1

6
, а во втором — hmin =

√
2
12
.

В общем случае в качестве Y можно выбрать множество кривых L ∈ M с
какими-либо специальными свойствами. Предваряя постановку задачи оптимально-
го многомаршрутного сканирования района зондирования, отметим, что одним из ее
основных элементов является модель одного маршрута съемки в режиме «push broom»
(«заметания») [6–10], формируемая с учетом необходимых условий сканирования в ви-
де его центральной линии L = L(s) и включающая модель рельефа района зондиро-
вания в виде аппроксимирующей поверхности Φ = Φ(r) [5, 6, 10]. К ним также при-
соединяется основное уравнение закона сканирования маршрута съемки s = s(t) [6–8].
При многомаршрутном сканировании заданного района дополнительно следует вве-
сти модель полосы сканирования, «заметаемую» на поверхности Φ = Φ(r) сектором
сканирования АН S = S(r) с параметром ε0, который равен половине угла секто-
ра захвата аппаратуры [5]. Центральная линия визирования АН пересекает при этом
центральную линию маршрута съемки (ЦЛМ) при r = rМ(s(t)), а крайние (правая
и левая) линии визирования сектора S будут вычерчивать на Φ относительно L
левую и правую границы полосы сканирования Π = Π(r). Соответственно, проекции
ЦЛМ L и полосы сканирования Π на поверхность общего земного эллипсоида G суть
L̃ = L̃(s̃) и Π̃. Поскольку r = r(B,L,H), где B,L,H — геодезические координаты
точки, задаваемой радиус-вектором r ∈ Φ (в гринвичской системе координат), то
проекция этой точки на поверхность G задается радиус-вектором r̃ = r̃(B,L, 0) ∈ G.
Связь между r и r̃, а также между дуговыми координатами s и s̃, устанавливает-
ся с помощью модели рельефа района зондирования: H = Φ(B,L), которая является
параметризацией поверхности Φ, заданной в явном виде [11]. В общем случае попе-
речные размеры полосы сканирования определяются, в первую очередь, параметром
АН ε0, который можно рассматривать в качестве радиуса покрытия.

Модель маршрута съемки в виде его ЦЛМ и отвечающей ей полосы сканиро-
вания — естественная модель, а модель в виде проекций L и Π на эллипсоид G,
т. е. L̃ и Π̃, — геодезическая модель, которая дополнительно включает модель релье-
фа. Введем: во-первых, модель района зондирования в виде области X̃ ⊂ G, образом
которой в плоской области V будет область VX ⊂ V ; во-вторых, множество «цен-
тров» Ỹ ⊂ G в виде гладких кривых без самопересечений и ограниченной кривизны
M ∈ Ỹ ⊂ G. На этих кривых указываются точки m0 ∈ M, от которых ведется от-
счет дуговых координат s̃ вдоль кривых M = M(s̃) в направлении сканирования.
Функцию «расстояния» от точки x ∈ X̃ до кривой M ∈ Ỹ определим длиной геодези-
ческой кривой (на поверхности G ), соединяющей x ∈ X̃ с текущей точкой m(s̃x) ∈M,
т. е. ρ(x,M) = ρ(x,m(s̃x)), где s̃x — дуговая координата точки m(s̃x) ∈M, которая
наиболее близка к точке x ∈ X̃ ⊂ G.

Переходя к постановке задачи, выделим в Ỹ некоторую конечную систему «цен-
тров» {Mk}n ∈ Ỹ с указанием для них точек m(k)0 ∈ Mk, направлений отсчета ду-
говых координат s̃ и законов сканирования s(k) = s(k)(t), ∀t ∈ [t(k)0 , t

(k)
f ]. Для ка-

ждого k-го «центра» и его полосе сканирования для «радиуса покрытия» ε0 > 0
в X̃ можно поставить в соответствие подмножество: Eε0(Mk) = {x ∈ X̃ ∩ Π̃k},
и указать область влияния p-го «центра» Mp ∈ {Mk}n ∈ Ỹ (1 6 p 6 n) в
X̃ : D(Mp) = {x ∈ X̃ : ρ(x,Mp) 6 ρ(x,Mk), ∀k = 1, 2, . . . , n, k 6= p}.

Тогда система {Mk}n ∈ Ỹ будет покрывать X̃ с радиусом ε0 > 0, если X̃ ⊂

∪
n

k=1
Eε0(Mk), т. е. каждая точка x ∈ X̃ принадлежит хотя бы одной из полос Π̃k
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(k = 1, 2, . . . , n).
Теперь можно сформулировать основные задачи оптимального многомаршрутно-

го сканирования в режиме «push broom» геометрически сложных районов зондирова-
ния.

Задача 5. Для заданного X̃ требуется выбрать такую систему n «центров»
{Mk}n ∈ Ỹ (n > 1), чтобы X̃ покрывалось с наименьшим значением ε0 > 0.

Задача 6. Для заданного параметра ε0 > 0 выбрать систему «центров»
{Mk}n ∈ Ỹ , которая покрывает X̃ для наименьшего числа n.
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