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О. В. А л и ф а н о в (Москва, МИСиС). О физической интерпретации
пространственно-периодических решений нелинейного уравнения Шредин-
гера в гидродинамическом подходе Маделунга.

К уравнению Шредингера с кубической нелинейностью приводят многие физиче-
ские явления, например, распространение электромагнитных волн в изотропной ди-
электрической среде с нелинейным показателем преломления [1]. В случае одной про-
странственной координаты q оно имеет вид:

−(}2/2m)∂2ψ/∂q2 + V ψ + α|ψ|2ψ = i}∂ψ/∂t. (1)

Здесь ψ(q, t) — функция состояния системы, V — потенциал поля, в котором дви-
жется частица с массой m, α — константа взаимодействия (рассматриваем случай
α > 0).

Будем искать решение уравнения (1) с помощью представления Маделунга [2]:

ψ(q, t) = R(q, t) exp[iS(q, t)/}], (2)

где R и S — вещественные функции ( S не содержит постоянной Планка } ). Вместо
одного комплексного уравнения (1) получим систему из двух вещественных уравнений:

∂S/∂t+ (1/2m)(∂S/∂q)2 + V +Q+ αR2 = 0, (3)

∂(R2)/∂t+ (1/m){∂[R2(∂S/∂q)]/∂q} = 0, (4)

где

Q = −(}2/2m)(∂2R/∂q2)/R (5)

так называемый квантовый потенциал Бома [3]. Уравнение (3) представляет собой
нелинейный аналог уравнения Гамильтона–Якоби, а уравнение (4) в теории Бома–
деБройля имеет смысл уравнения непрерывности для функции плотности распреде-
ления частиц |ψ|2 = R2, скорость v которых определяется функцией действия S в
(2):

v = (1/m)(∂S/∂q).

Выражения (3), (4) переходят в соответствующие уравнения для линейного урав-
ненияШредингера (т. е. без последнего слагаемого в левой стороне (1)) при выполнении
условия:

Q+ αR2 = 0.

Последнее условие с учетом выражения Q из (5) приводит к нелинейному уравнению
для R (в фиксированный момент времени):

d2R/dq2 = (2mα/}2)R3, (6)
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которое представляет частный случай уравнения Эмдена–Фаулера [4]: y
′′
= Axmyr.

В уравнении (6) вещественная амплитуда R определена для всех значений q ∈
[−∞,+∞] и может принимать бесконечные значения.

Первый интеграл уравнения (6) имеет вид:

(dR/dq)2 = (a/2)R4 + C1, (7)

где a = 2mα/}2 и C1 — произвольная постоянная интегрирования. Уравнение (7)
дает два семейства решений: положительные и отрицательные, и имеет структуру
аналогичную формуле для энергии частицы в специальной теории относительности,
если считать производную от R аналогом энергии частицы, R2 — аналогом импуль-
са, а постоянные (a/2) и C1 — аналогами квадрата скорости света и массы частицы,
соответственно. Интегрируя (7), получим общее решение уравнения (6) в неявном ви-
де:

q = ∓
∫

dR
√
(a/2)R4 + C1

+ C2, (8)

где C2 — вторая произвольная постоянная. В частном случае C1 = 0 из (8) следуют
два семейства решений гиперболического типа:

R(q) = ∓(a/2)/q + C2.

Поскольку в (8) фигурирует эллиптический интеграл 1-го рода, решение для амплиту-
ды R(q) можно выразить через эллиптические функции Якоби или связанные с ними
функции Вейерштрасса [5], т. е. через периодические функции.

Таким образом приходим к выводу, что амплитуда R является периодической
функцией пространственной координаты q . Эта периодичность возникает вследствие
нелинейности исходного уравнения (1). Кроме того функция R имеет особенности,
что наводит на размышления о связи этого результата с давней идеей деБройля о
«волне-пилоте». Более подробное рассмотрение будет представлено в последующем.
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