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В одной из ранних работ А.А.Нечаева ([1]) рассматривалась следующая задача

исследования предельного поведения вероятностных распределений на конечных груп-
пах.

Предположим, что задана конечная простая однородная неразложимая цепь Мар-
кова с множеством состояний {1, 2, . . . , n}, n > 2, с матрицей переходных вероят-
ностей P = [p(i, j)]n×n и начальным распределением p0. Пусть также (G; ∙) — не-
которая конечная группа, σ : G → G — произвольное биективное преобразование
множества G, g1, g2, . . . , gn — произвольная последовательность элементов группы
G. Cлучайной реализации α1, α2, . . . , αk, . . . цепочки состояний цепи Маркова соот-
ветствует последовательность случайных элементов со значениями в группе G, опре-
деляемая по индукции:

ξ(1) = gα1 , ξ
(k+1) = σ

(
ξ(k)

)
∙ gαk+1 , k > 1. (1)

Для приложений в криптографии представляют интерес условия на матрицу P
и последовательность g1, g2, . . . , gn, при выполнении которых, независимо от выбора
p0 и σ, последовательность распределений случайных элементов ξ(k) при k → ∞
сходится к равномерному распределению на группе G. Нетрудно видеть, что необхо-
димым условием является следующее: множество {g−11 ∙ g2, . . . , g−11 ∙ gn} — система
порождающих элементов группы G, т. е.

G =
〈
g−11 ∙ g2, . . . , g

−1
1 ∙ gn

〉
. (2)

При исследовании случая, когда матрица P является дважды-стохастической,
А.А.Нечаев (на основе известной теоремы Биркгофа, [2]) использовал возможность
разложения вида

P = p1Π1 + . . .+ psΠs, (3)

в котором Π1, . . . ,Πs — подстановочные матрицы и p1, . . . , ps — положительные ве-
щественные числа, для которых p1 + ∙ ∙ ∙+ ps = 1.

Для l = 1, . . . , s обозначим через πl подстановку на множестве {1, 2, . . . , n},
которой соответствует матрица Πl. М.М.Глуховым в статье, которая была опубли-
кована в ведомственном научном журнале в 1967 году, введено, так называемое, усло-
вие «E - F -примитивности» систем подстановок. Система подстановок π1, . . . , πs на-
зывается E - F -примитивной в случае, когда не существуют такие подмножества
E,F ⊂ {1, 2, . . . , n}, что |E| = |F | = m, 0 < m < n, и для любых l = 1, . . . , s и
i ∈ E образ πl(i) ∈ F.

А.А.Нечаевым была доказана следующая теорема.
Теорема 1 ([1]). Предположим, что система подстановок π1, . . . , πs из разло-

жения вида (3) дважды стохастической матрицы P является E-F -примитивной,
члены последовательности g1, g2, . . . , gn попарно различны, и выполнено равенство
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(2). Тогда для любого начального распределения p0 цепи Маркова и любого биек-
тивного преобразования σ группы G последовательность распределений случайных
элементов ξ(k) при k →∞ сходится к равномерному распределению на группе G.

Обозначим через P
′
матрицу, транспонированную к P. В.Н. Сачковым в статье,

которая была опубликована в 1964 году также в ведомственном научном журнале, было
введено следующее условие на дважды стохастические матрицы P : ориентированный
граф с матрицей смежности вершин P

′
∙P является связным. Последнее эквивалентно

условию E - F -примитивности cистем подстановок π1, . . . , πs из разложений вида (3),

а также условию неразложимости матрицы P
′
∙ P.

Автором (см. [4], [5]) было показано, что в случае неразложимой (не обязательно

дважды стохастической) матрицы P условие неразложимости матрицы P
′
∙ P экви-

валентно известному условию А.Н.Колмогорова, [3], при выполнении которого имеет
место локальная предельная теорема об асимптотической нормальности сумм веще-
ственных случайных величин, связанных в функцию от состояний цепи Маркова. С
использованием этого факта автором в работе [6] получено следующее обобщение те-
оремы 1.

Теорема 2. Предположим, что матрица P переходных вероятностей цепи
Маркова неразложима и удовлетворяет условию А.Н.Колмогорова. Тогда для лю-
бой последовательности g1, g2, . . . , gn равенство (2) является необходимым и до-
статочным условием для того, чтобы при любом начальном распределении p0 це-
пи Маркова и любом биективном преобразовании σ группы G последовательность
распределений случайных элементов ξ(k) при k →∞ сходилась к равномерному рас-
пределению на группе G.
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