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Псевдодифференциальные операторы и дифференциальные формы.

Исследования математических моделей задаваемых с помощью обыкновенных
дифференциальных уравнений или уравнений с частными производными развивает-
ся в разных зачастую совершенно неожиданных направлениях. Рассмотрим простран-
ства гладких дифференциальных k-форм, определенных на Ωn — n-мерном гладком
ориентированном римановом многообразии без края, и обозначим их Hk = Hk(Ωn).
Утверждения которые получены для этих пространств приводят нас к большой сте-
пени обобщения, ведь уже в случае k = 0 и взяв в качестве Ωn пространство Rn мы
получаем пространство гладких функций n переменных. Нас заинтересовали псев-
додифференциальные операторы определенные на Hk в случае компактного Ωn и
возможность записывать обобщения известных уравнений и систем математической
физики с помощью них (см. [1]).

Мы брали приложения изучаемые в школе Г.А.Свиридюка по теории уравнений
с необращающимся оператором при старшей производной, называемых уравнениями
соболевского типа (см. [2])

Lu̇ =Mu (1)

в которых функция u берется из некоторого функционального пространства U рас-
щепляющегося в прямую сумму подпространств U = U0 ⊕ U1, зачастую порождаю-
щую расщепление действия операторов L,M.

В пространстве Hk формулой

(ξ, η)0 =

∫

Ωn

ξ ∧ ∗η, ξ, η ∈ Hk. (2)

Введем скалярное произведение. Норму, соответствующую скалярному произведе-
нию (2), обозначим ‖ ∙ ‖0 . Пополнение линеала Hk по норме ‖ ∙ ‖0 обозначим Hk0 .

В нем определен оператор Ходжа ∗ : Hk0 7→ H
n−k
0 который в каждом слагаемом

дифференциальной k -формы меняет набор из k дифференциалов на дополнительный
набор из (n − k) дифференциалов, не меняя при этом коэффициент. Также имеется
оператор взятия дифференциала d : Hk1 7→ H

k+1
0 и сопряженный к нему относительно

(2) оператор δ = ∗d∗ : Hk2 7→ H
k−1
1 . Известны псевдодифференциальные аналоги опе-

ратора Коши d + δ и оператора Лапласа Δ = −dδ − δd. Причем второй оператор,
если в нем поменять знак, носит название оператора Лапласа–Бельтрами. В работе [3]
была исследована разрешимость задачи Коши для уравнение вида (1) с операторами
L = λ−Δ, M = αI, где оператор I — тождественный.

В теории гармонических полей(см. [1]) доказана

Теорема (Ходжа–Кодаиры о расщеплении). Для любого k = 0, n существует
расщепление пространства H0k в прямую ортогональную сумму

Hk0 = H
k
d0 ⊕ H

k
δ0 ⊕ H

k
Δ0,
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причем пространство HkΔ0 (гармонических форм) конечномерно.
В качестве пространства U0 в [3] выступают гармонические дважды дифферен-

цируемые k -формы HkΔ2, а U
1 ортогональные к ним.

Имеет место следующее

Утверждение. Формулой B = dδ : (HkΔ2)
⊥ 7→ Hkd0 задается линейный ограни-

ченный оператор.
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