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А. В. К а л и н к и н, В. Д. Л а в р е н т ь е в (Москва, МГТУ им. Н.Э.
Баумана). Спектральное представление переходных вероятностей для кри-
тического ветвящегося процесса T→ 0,2T .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс рождения и гибели
линейного типа ξ(t), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N = {0, 1, 2, . . . }, переход-
ные вероятности Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t→ 0+ представимы в
виде

Pi,i−1(t) = p0λ it+ o(t), Pii(t) = 1− λ it+ o(t), Pi,i+1(t) = p2λ it+ o(t),

где p1 > 0, p2 > 0, p0+p2 = 1 ( λ > 0 ). Далее p0 = 1/2, p2 = 1/2. Экспонециальная
(двойная) производящая функция переходных вероятностей

F(t; z, s) =
∞∑

i=0

(zi/i!)Fi(t; s), Fi(t; s) =
∞∑

j=0

Pij(t)s
j , |s| < 1,

удовлетворяет первому и второму уравнениям Колмогорова [4]
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, F(0; z, s) = ezs. (1)

Решение системы линейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (1) ищем в виде с разделенными переменными

F(t; z, s) = ez +
∫ ∞

0

e−λtxC̃x(z)Cx(s)μ(x) dx; (2)

известно, что спектр μ(x) непрерывный [1]. Подставляя выражение (2) в уравнения (1),
получаем дифференциальные уравнения
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решения которых имеют вид
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√
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2x/(s−1),

где J1(z) и Y1(z) — функции Бесселя первого и второго рода [5], C1, C2, C3 — кон-
станты. Учитывая, что фунция Y1(x) неаналитическая в нуле, искомое представление
получает вид

F(t; z, s) = ez +
∫ ∞

0

e−λtx ez
√
2xz J1(−2

√
2xz )e 2x/(s−1)μ(x) dx.

При начальном условии t = 0 имеем равенство

ezs − ez =
∫ ∞

0

ez
√
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последний интеграл после простых преобразований совпадает с табличным интегра-
лом (см. [5])

∫ ∞

0

e−px
2

J1(cx) dx =
1−e−c

2/(4p)

c
,

если положить μ(x) = 1/x. Подобная спектральная мера для системы дифференци-
альных уравнений Колмогорова в случае марковского процесса ξ(t) найдена через
применение ортогональных многочленов Лагерра в работе [1], см. пример в главе IV.

Теорема [2]. Для двойной производящей функции переходных вероятностей
справедливо выражение

F(t; z, s) = ez +
∫ ∞

0

e−λtx+z+2x/(s−1)
√
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x
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√
2xz ) dx, |s| < 1. (3)

Поставляя интегральное представление [5]
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в формулу (3), после преобразований и вычислений получаем
Следствие [3]. Для процесса рождения и гибели линейного типа ξ(t) имеет

место свойство ветвления переходных вероятностей:

F(t; z, s) = e z F1(t;s); Fi(t; s) = F
i
1(t; s), i = 0, 1, 2, . . . , F1(t; s) = 1−

1−s
(λt/2)(1−s)+1

.

(4)
Изложенный метод нахождения интегрального представления двойной производя-

щей функции переходных вероятностей через непрерывный спектр и вывода нелиней-
ного свойства (4) переносится на критический марковский процесс рождения и гибели
квадратичного типа 2T → T, 3T (p1=1/2, p3=1/2) [2].
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