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А. В. Л е б е д е в (Москва, МГУ им. М.В.Ломоносова). Верхняя граница
среднего минимума случайных величин с известным коэффициентом Кен-
далла.

Пусть заданы случайные величины X и Y с одинаковым распределением F на
R+ с конечным средним и известен их коэффициент корреляции Кендалла τ. Обозна-
чим

I = Emin {X,Y }.

Верхнюю границу значений I, возможных при этих условиях, обозначим через Ĩ .
Нашей задачей будет получить оценки для нее. Понятно, что в любом случае Ĩ 6 EX.
Отметим также, что силу соотношения

max {X,Y } = X + Y −min {X,Y }

верно
J = Emax {X,Y } = 2EX − I,

так что верхняя граница I пересчитывается в нижнюю границу для J.
Задача может иметь приложения в самых разных областях.
В теории надежности X и Y могут описывать продолжительности жизни двух

компонент оборудования, и нас интересует среднее время до выхода из строя хотя бы
одной из них I или до выхода из строя обеих J. В технических системах износ или
выход из строя одних деталей может сказываться на других деталях, а на все вместе
может влиять общий режим эксплуатации (температура, влажность и т. п.).

В теории массового обслуживания рассматриваются модели с разделением заявок
(fork-join). А именно, каждая заявка разделяется на несколько подзаявок, каждая из
которых становится в очередь к своему прибору. Тогда время пребывания заявки в си-
стеме (время отклика) представляет собой максимум из времен пребывания подзаявок,
причем эти времена зависимы.

В финансовой математике рассматриваются так называемые радужные (rainbow)
опционы. Примем за основу европейский опцион-колл, т. е. договор на покупку акти-
ва в известный момент времени T за фиксированную цену K (цена исполнения).
Предположим, что речь идет о покупке одного из нескольких активов (разных «цветов
радуги») на выбор, причем выбор в момент T предоставляется либо продавцу (он
выбирает актив с минимальной текущей ценой), либо покупателю (он выбирает актив
с максимальной текущей ценой). Тогда справедливые цены на опционы описываются
средними минимумами или максимумами доходов по активам.

Поскольку решить поставленную задачу в общем виде затруднительно, решим
ее для одного достаточно широкого класса распределений.

Предположим, что обратная функция к правому хвосту распределения x(t) =

F
−1
(t), t ∈ [0, 1], существует и является кусочно-гладкой. Определим функцию

y(t) = −x′(t) в точках непрерывности производной. Предположим далее, что уже
y(t) является кусочно-гладкой. Введем функцию z(t) = −y′(t) = x′′(t) в ее точках
непрерывности.
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Теорема 1. Пусть z(t) > 0 на [0, 1] и t2z(t) интегрируема в нуле, тогда

Ĩ =

∫ +∞

0

δ̃(F (x)) dx =

∫ 1

0

δ̃(t)y(t) dt,

где

δ̃(t) =






t, 0 6 t < a,
a, a 6 t < (a+ 1)/2,
2t− 1, (a+ 1)/2 6 t 6 1,

и

a = 1−

√
1− τ
2
.
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