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мана). Решение уравнений Колмогорова для марковского процесса рожде-
ния квадратичного типа.

Рассматривается однородный во времени марковский процесс рождения квадра-
тичного типа ξ(t), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N = {0, 1, 2, . . .}, переходные
вероятности Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t→ 0+ представимы в виде

Pi,i+1(t) = (λ2i(i− 1) + λ1i)t+ o(t), Pii(t) = 1− (λ2i(i− 1) + λ1i)t+ o(t),

λ2 > 0, λ1 > 0 [1], [2]. Экспоненциальная (двойная) производящая функция переход-
ных вероятностей F(t; z, s) =

∑∞
i,j=0(z

i/i!)Pij(t)s
j , |s| 6 1, удовлетворяет первому

(обратному) и второму (прямому) уравнениям Колмогорова [4]
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, F(0; z, s) = ezs. (2)

Решение системы линейных уравнений в частных производных (1), (2) ищется в
виде ряда с тремя разделенными переменными

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

AnC̃n(z)Cn(s)e
−λnt. (3)

Для рассматриваемого процесса λn = λ2n(n−1)+λ1n, C̃n(z) — многочлен, Cn(s) —
аналитическая функция (ср. [4], § 4.2.1) Подставляя выражение (3) в уравнения (1), (2),
получаем дифференциальные уравнения (введено обозначение λ = λ1/λ2 )

z2(C̃′′′n (z)− C̃
′′
n(z)) + λz(C̃

′′
n(z)− C̃

′
n(z)) + (n(n− 1) + λn)C̃n(z) = 0, (4)

(s3 − s2)C′′n(s) + λ(s
2 − s)C′n(s) + (n(n− 1) + λn)Cn(s) = 0. (5)

Положим C̃0(z) = 1, C0(s) = 1. Решение уравнения (4) есть обобщенный ги-
пергеометрический многочлен [5] C̃n(z) = z 2F2(1 − n, n + λ; 2, λ; z), n = 1, 2, . . . В
уравнении (5) замена Cn(s) = snu(s) приводит к гипергеометрическому уравнению [5]

s(1− s)u′′(s) + (2n+ λ− (2n+ λ)s)u′(s)− n(n+ λ− 1)u(s) = 0.

То есть Cn(s) = sn2F1(n, n + λ − 1; 2n + λ; s), n = 1, 2, . . . , где 2F1(a1, a2; b1; s) —
гипергеометрическая функция. Искомый ряд получает вид

F(t; z, s) = 1+
∞∑

n=1

Anz 2F2(1−n, n+λ; 2, λ; z)s
n
2F1(n, n+λ−1; 2n+λ; s)e
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При подстановке начального значения t = 0 имеем равенство
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Сумма совпадает с табличной суммой 6.8.4.1 [6] ( p = 0, q = 2, r = 2, m = 0 ), откуда
An = (−1)n+1(λ)n−1(λ + 1)n−1/(λ + 1)2n−2, n = 1, 2, . . . , где (λ)n = λ(λ + 1) . . . (λ +
n− 1) .

Теорема [3]. Двойная производящая функция переходных вероятностей равна

F(t; z, s) = 1 +
∞∑

n=1

(−1)n+1(λ)n−1(λ+ 1)n−1
(λ+ 1)2n−2

z 2F2(1− n, n+ λ; 2, λ; z)×

× sn2F1(n, n+ λ− 1; 2n+ λ; s)e
−(λ2n(n−1)+λ1n)t,

где 2F2(a1, a2; b1, b2; z), 2F1(a1, a2; b1; s) — гипергеометрические функции.

Найдено минимальное решение [1], [2] уравнений Колмогорова. Изложенный в [3]
способ нахождения переходных вероятностей может быть применен к марковским про-
цессам рождения кубического и биквадратичного типов.
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