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Пусть на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) определен финансовый рынок
с непрерывным временем t ∈ [0, T ], состоящий из рискованного финансового актива
S и финансового актива с постоянной нормой прибыли B. Предполагается, что S
является экспонентой процесса Леви X (т. е. стохастически непрерывного однородного
случайного процесса с независимыми приращениями) с ES2t < ∞ для всех t ∈ [0, T ]
и удовлетворяет уравнению

St = x+ μ

∫ t

0

Ss−ds+ σ

∫ t

0

Ss−dWs +

∫ t

0

∫

R
Ss(e

u − 1)(p− π)(ds× du), (1)

где x > 0, μ и σ — константы, W — винеровский процесс, p — мера скачков
процесса X, а π ее неслучайный компенсатор вида π(dt×du) = dtΛ(du) относительно
естественного потока σ -алгебр (Ft) для процесса X или S. Актив же B имеет
вид Bt = B0ert при t ∈ [0, t] для некоторых констант B0 > 0 и r, и тогда он
удовлетворяет уравнению dBt = rBtdt.

Кроме основных финансовых активов, имеются также производные, выполняю-
щие страховочные функции по отношению к рыночным операциям. В нашей модели
таким будет европейский колл-опцион, дающий его обладателю право купить в момент
T актив ST по фиксированной цене K, что в итоге дает ему доход (ST −K)+.

Из долей активов S и B может быть образован инвестиционный портфель
Yt = atSt + btBt с некоторыми предсказуемыми a и b. Такой портфель называется
самофинансируемым, если Yt = Y0+

∫ t
0
asdSt+

∫ t
0
bsdBs P-п. н. в каждый марковский

момент непрерывности процесса S.
Возникает задача определения справедливой цены нашего опциона. В случае, ко-

гда в уравнении (1) отсутствует скачкообразный член, задача исчерпывающим обра-
зом решена Блэком и Шоулсом, и в этом случае для нашего опциона существует со-
вершенный хеджирующий самофинансируемый портфель, т.е. YT = (ST −K)+.

Если в уравнении (1) имеется ненулевой скачкообразный член, то совершенного
хеджирующего самофинансируемого портфеля не существует, но можно в классе порт-
фелей вида dY + t = âtdSt + b̂tdBt с некоторыми предсказуемыми процессами â и
b̂, в который входят и самофинансируемые портфели, найти â и b̂, обеспечивающие
наименьшую среднеквадратичную ошибку хеджирования.

Аналогично работам [1] и [2] функция Z цены совершенного хеджирования удо-
влетворяет фундаментальному уравнению

∂Z

∂t
− rZ + Lt,xZ = 0,

Z(T, x) = (xK)
+,

где Lt,x — инфинитезимальный (интегро-дифференциальный) оператор для процесса
S. Для минимизации среднеквадратической ошибки хеджирования мы выберем â и b̂
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так, чтобы разность между процессами Z(t, St) и Yt была квадратично интегрируе-
мым мартингалом с наименьшей дисперсией. Берем Y0 = Z(0, x0) и

Z(t, St) = Y0 +

∫ t

0

[
∂Z(s, x)

∂s

∣
∣
∣
∣
x=Ss−

+ Ls,xZ(s, x)|x=Ss−

]

ds

+ σ

∫ t

0

∂Z(s, x)

∂x

∣
∣
∣
∣
x=Ss−

dWs +

∫ t

0

∫

R
[z(s, Ss−e

u)− Z(s, Ss−)](p− π) ∗ ds× du)

и

Yt = Y0 +

∫ t

0

âsdSs +

∫ t

0

b̂sdBs

= Y0 +

∫ t

0

(
μâsSs−+rb̂sBs

)
ds+ σ

∫ t

0

âsSsdWs +

∫ t

0

∫

R
âsSs−(e

u−1)(p−π)(ds×du).

Выбираем â при каждом t так, чтобы минимизировать производную по t предска-
зуемой квадратичной характеристики разности мартингальных членов в выражениях
для Z(t, St) и Yt, а потом для нахождения b̂t мы приравниваем подынтегральные
функции по dt. Мы не будем приводить явные формулы для ât и b̂t из-за их гро-
моздкости, отметим лишь, что их выбор на цену хеджирования не влияет, так как
разность между Z(t, St) и так построенным Yt является мартингалом.
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