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Т. С. Б о р о д и н а (Нижний Новгород, ННГУ). Оценивание совместной
функции распределения в зависимости «доза-эффект» методом стохастиче-
ской аппроксимации.

Пусть Xi = (X1i, X2i, . . . , Xdi), 1 6 i 6 n — независимые и одинаково
распределенные d-мерные случайные величины с неизвестной совместной функци-
ей распределения F (x) = F (x1, x2, . . . , xd) и плотностью распределения f(x) > 0;
Ui = (U1i, U2i, . . . , Udi), 1 6 i 6 n — независимые и одинаково распределенные d-
мерные случайные величины (независимые от Xi, i = 1, . . . , n ) с неизвестной плотно-
стью q(u) > 0.

Мы наблюдаем последовательность одинаково распределенных (d + 1)-мерных
случайных величин U (n) = {(Wi, U1i, U2i, . . . , Udi), 1 6 i 6 n} , где Wi = I(X1i <
U1i, . . . , Xdi < Udi) есть индикатор события (X1i < U1i, . . . , Xdi < Udi) и по выборке
U (n) хотим оценить неизвестную совместную функцию распределения F (x).

Пусть H = Hd×d(λ) = λId, где λ ∈ R, Id — единичная матрица размера
d × d, Hn = Hd×d(bn). Обозначим KH(x) = |H |−1K(H−1x), где |H | = det(H)
есть определитель матрицы H. Через ∇q(x) и ∇F (x) обозначим градиенты функций
q(x) и F (x) соответственно, а через HF (x) — матрицу Гессе функции F (x). Пусть
‖K ‖22 =

∫
Rd
K2(u) du.

Для оценки функции распределения F (x) мы будем использовать рекурсивный
метод стохастической аппроксимации [1, 2]. Преимущество рекурсивных оценок перед
их нерекурсивной версией заключается в следующем: чтобы обновить оценку от вы-
борки объема n до оценки по выборке объема n+1 требуется значительно меньше вы-
числений. Это свойство особенно важно в рамках оценивания функции распределения
в зависимости «доза-эффект», так как количество точек, в которых оценивается функ-
ция распределения может оказаться большим. Вычисления производятся следующим
образом: положим S1,0(x) = S2,0(x) = F0(x) = 0 и для n > 1, будем последовательно
вычислять

S1,n(x) = (1− γn)S1,n−1(x) + γnZn, S2,n(x) = (1− γn)F̂n−1(x)S1,n−1(x) + γnWnZn,

Zn = KHn( x−Un), F̂n(x) =
S2,n(x)

S1,n(x)
.

Мы рассматриваем правильно меняющиеся последовательности {bn}n>1.

О п р е д е л е н и е [3, 4]. Пусть α ∈ R и {νn}n>1 есть неслучайная после-
довательность. Мы будем говорить, что последовательность {νn}n>1 является пра-
вильно меняющейся с показателем α (и писать {νn}n>1 ∈ RVα ), если

lim
n→∞

n

(

1−
νn−1

νn

)

= α.

Правильно меняющиеся последовательности использовались в работах [5, 6].

Условия.
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(A1) K : Rd → R+ есть неотрицательные, непрерывные, ограниченные функции,
удовлетворяющие условию

∫
Rd
K(x) dx = 1;

∫
Rd
xj K(x) dx = 0, j = 1, . . . , d и

пусть μ2(K) = (μij)d×d, μij =
∫
Rd
xixj K(x) dx <∞.

(A2) (bn) ∈ RVa, a = −1/(d+ 4).

(A3) 0 < ξ = lim
n→∞

(nγn)
−1 <∞.

(A4) f, q есть ограниченные, трижды непрерывно дифференцируемые функции и
для любых i, j ∈ {1, . . . , d}, qij = ∂2q/∂xi∂xj , (Fq)ij = ∂2(Fq)/∂xi∂xj , F ij =
∂2F/∂xi∂xj есть ограниченные функции, HF = (Fij)d×d.

Теорема. Пусть выполнены предположения (А1)–(А4) Тогда при n→∞,

(i) E(F̂n(x))− F (x) =
μ2(K)(∇F (x)HTnHn∇q(x) + (1/2)tr(H

T
nHF (x)Hn))

(1 + 2aξ) q(x)
(1 + o (1)),

(ii) Var(F̂n(x)) =
γn‖K ‖22F (x)(1− F (x))
(2− (1 + ad)ξ) |Hn | q(x)

(1 + o (1)).

Заметим, что если матрица H симметричная, то HTH = H2. В качестве ядра
обычно берут либо произведение одномерных ядер, либо эллиптическое ядро.

Было проведено численное моделирование, которое показало эффективность пред-
ложенного подхода. Рассмотрен также случай, произвольной матрицы H.

Что касается применений предложенного подхода, то заметим, что практически
вся лекарственная терапия основана на принципах одновременного действия несколь-
ких разных препаратов для достижения лечебного эффекта. Кроме того, зависимость
«доза-эффект» — это условное название. Данная модель может быть применена, на-
пример, к оценке послепожарного состояния лесов, где в качестве показателя W вы-
ступает выживаемость после пожара, а в качестве дозы: 1) U1 — высота нагара на
стволах, 2) U2 — доля поврежденных корней и др. (см. [7]).
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