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В. О. М и р о н к и н (Москва, МИЭМ НИУ ВШЭ). Об особенностях
строения графа степени случайного отображения.

В работе продолжены исследования вероятностных свойств и характеристик сте-
пени случайного равновероятного отображения [2–5].

Изучается класс отображений {fk : S → S, |S| = N}, k ∈ N, построенный на
основе класса случайных равновероятных отображений J{f : S → S, |S| = N} (см. [1,
6–9]). С учетом [2] вычислены значения P{τ (k)N (x0) = z}, Eτ

(k)
N (x0) и Dτ

(k)
N (x0) для

различных k ∈ N, составлены таблицы и построены графики, позволившие сделать
вывод о монотонном возрастании вероятности P{τ (k)N (x0) = z} с ростом аргумента z
от 1 до некоторого значения, близкого к

√
N/k, и дальнейшем ее убывании до нуля.

На основе выражения для P{τ (k)N (x0) = z}, полученного в [2], сформулирован ряд
следствий.

Следствие 1. Пусть f ∈ J. Тогда для любого k ∈ N и произвольного x0 ∈ S

E τ
(k)
N (x0) =

1

N

N∑

z=1

z

z−1∑

s=0

min(N−1,sk)∑

t=max(0,(s−1)k+1)

N−t∑

l=1,l|(z−s)k
l-pk,16p<z−s

t+l−1∏

i=1

(
1−

i

N

)
.

Следствие 2. Пусть f ∈ J. Тогда для любого k ∈ N и произвольного x0 ∈ S
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, z ∈ 1, N.

D τ
(k)
N (x0) = 0, z < 1 или z > N.

Из полученных таблиц для E τ (k)N (x0) и D τ
(k)
N (x0) сделано предположение о

стабилизации множеств значений E τ (k)N (x0) и D τ
(k)
N (x0) с ростом k, так как при

k > N − 1 обе характеристики определяются только множеством циклов в G(k), где
G(k) — граф отображения fk. На основе проведенных вычислений сформулирована
гипотеза о периодичности последовательностей {E τ (k)N (x0)}, {D τ

(k)
N (x0)}, k = N −

1, N, . . . , для произвольного x0 ∈ S при фиксированном N.
Предложение 1. Пусть N ∈ N — фиксировано. Тогда для произвольного x0 ∈

S последовательности {E τ (k)N (x0)} и {D τ
(k)
N (x0)}, k = N − 1, N, . . . , имеют период

T = HOK(1, ∙ ∙ ∙ , N).

Обозначим ν(k)z случайную величину, равную числу вершин случайного графа
G(k), длина отрезка апериодичности которых равна z ∈ 1, N.
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Следствие 3. Пусть f ∈ J. Тогда для любого k ∈ N и z ∈ 1, N
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Следствие 4. Пусть f ∈ J. Тогда для любого k ∈ N и z ∈ 1, N

Dν(k)z =

z−1∑

s=0

min(N−1,sk)∑

t=max(0,(s−1)k+1)

N−t∑

l=1,l|(z−s)k
l-pk,16p<z−s

t+l−1∏

i=1

(
1−

i

N

)

+

z−1∑

s=1

N−Mz,k(2,s)−1∑

l=1,l|sk
l-pk,16p<s

mz,k(l+1,s)∑

t1=Mz,k(2,s)

t1−1∑

j=1

l+2t1−j−1∏

i=2

(
1−

i

N

)

+

z∑

s=1

N−2Mz,k(0,s)∑

l=1,l|sk
l-pk,16p<s

(l − δs,z)

mz,k(l+Mz,k(0,s),s)∑

t1=Mz,k(0,s)

mz,k(l+t1,s)∑

t2=Mz,k(0,s)

l+t1+t2−1∏

i=1

(
1−

i

N

)

+2

z−1∑

s=1

N−Mz,k(2,s)∑

l=1,l|sk
l-pk,16p<s

mz,k(l,s)∑

t1=Mz,k(2,s)

t1−1∑

t2=Mz,k(0,s)

t2∑

j=1

l+t1+t2−j−1∏

i=1

(
1−

i

N

)

+δ(N)z,z

z∑

s1=1

z∑

s2=1

N−1−2Mz,k(0,s)∑

l1=1,l1|s1k
l1-pk,16p<s1

mz,k(l1+Mz,k(0,s2)+1,s1)∑

t1=Mz,k(0,s1)

×

N−l1−t1−Mz,k(0,s2)∑

l2=1,l2|s2k
l2-pk,16p<s2

mz,k(l1+Mz,k(0,s2)+1,s1)∑

t1=Mz,k(0,s1)

l1+l2+t1+t2−1∏

i=1

(
1−

i

N

)

−

(
z−1∑

s=0

min(N−1,sk)∑

t=max(0,(s−1)k+1)

N−t∑

l=1,l|(z−s)k
l-pk,16p<z−s

t+l−1∏

i=1

(
1−

i

N

)
)2

.

Обозначим C(k) множество циклических вершин графа G(k). Заметим, что при
переходе от графа G(1) к графу G(k), k > 1, множество циклических вершин остается
неизменным:

C(k) = C(k−1) = ∙ ∙ ∙ = C(1).

Однако распределение числа циклических вершин по компонентам графа изменяется
в зависимости от величины k.

Обозначим C(k)(l) множество вершин графа G(k), лежащих на циклах длины

l ∈ 1, N. Из определения H(k)t (l) [3] следует, что C
(k)(l) = H

(k)
0 (l).

Теорема 1. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда множество C(1)(l) графа G(1)

переходит во множество C(k)(l̃) графа G(k), где l̃ =
l

НОД(l, k)
.

Следствие 5. Свойство принадлежать циклу заданной длины является инва-
риантом при переходе от графа G(1) к графу G(k) для вершин, лежащих на циклах,
длины которых взаимопросты с k.

Теорема 2. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда для произвольного x0 ∈ S
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Обозначим μ(k)t , l ∈ 1, N, случайную величину, равную числу вершин случайно-
го графа G(k), лежащих в H(k)t (l).

Следствие 6. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда
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Обозначим δα,β =

{
1, α = β,

0, α 6= β.
Теорема 3. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда для произвольных x0, y0 ∈ S : x0 6= y0
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Следствие 7. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда
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Теорема 4. Пусть f ∈ J и k ∈ N. Тогда для произвольных x0, y0 ∈ S : x0 6= y0
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где t > 1, s > 1.
О п р е д е л е н и е. Назовем t-м слоем с m > 0 прообразами, t > 1, в графе

G(k) множество вершин H(k)t,m = {x0 ∈ S : α
(k)
N (x) = t, |{f

−k(x)}| = m}.
О п р е д е л е н и е. Назовем t-м слоем с числом прообразов не меньшим, чем

m > 0, t > 1, в графе G(k) множество вершин H
(k)
t,m = {x0 ∈ S : α

(k)
N (x) =

t, |{f−k(x)}| > m}.
Теорема 5. Пусть f ∈ J. Тогда для произвольного x0 ∈ S при t > 1 и mk > 1
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где D
mi−1
mi =

∑mi−1−1
k−0 (−1)k Ckmi−1 (mi−1 − k)

mi .

Через μ(k)t,m, t > 1, обозначим случайную величину, равную числу вершин мно-

жества H(k)t,m в случайном графе G(k), а через μ(k)t,m, t > 1,— случайную величину,

равную числу вершин множества H
(k)
t,m.

Следствие 8. Пусть f ∈ J. Тогда для произвольного x0 ∈ S при t > 1 и
mk > 1
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Следствие 9. Пусть f ∈ J. Тогда для произвольного x0 ∈ S при t > 1 и
mk > 1
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Следствие 10. Пусть f ∈ J. Тогда для произвольного x0 ∈ S при t > 1 и
mk > 1
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