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Д. В. П и л ь щ и к о в (Москва, Лаб. ТВП). О некоторых свойствах мо-
ментов числа прообразов случайно выбранной точки.

Ряд задач прикладной дискретной математики (особенно прикладной криптогра-
фии (см. [1, 2, 3]) связан с задачей обращения однонаправленной функции

G : X ′′ → X ′

в одной из точек набора {a1, . . . , aD}, ai ∈ X ′, i ∈ 1, D.
В переборных алгоритмах типа «балансировка время–память–данные» эта зада-

ча сводится к многократному поиску решения уравнения вида F (x) = a в подгото-
вленных специальным образом таблицах значений некоторой функции F : X → X,
связанной определенным образом с функцией G.

В ряде подходов к оценке временной сложности балансировок время-память-
данные (см. [4, 5]) в качестве математической модели числа прообразов точки x ∈ X
относительно t-кратной композиции функции F используется ветвящийся процесс
Гальтона–Ватсона μ(t), t = 0, 1, . . . . Получаемые в этом случае асимптотические
оценки сложности решения задачи обращения однонаправленной функции G, как пра-
вило, зависят от асимптотического поведения трех первых факториальных моментов
числа непосредственных потомков одной частицы процесса μ.

Распределение данной случайной величины полагается равным распределению
мощности ξF полного прообраза случайно и равновероятно выбранной точки x ∈ X
относительно функции F

P {μ(1) = d} = P {ξF = d} .

В связи с этим возникает задача оценки первых трех факториальных моментов
ξF через подходящие характеристики отображения G. Изложенные далее результаты
связаны с ее решением.

Для произвольной функции G : X ′′ → X ′ обозначим
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Пусть функция G выбирается случайно и равновероятно среди всех функций,
отображающих множество X ′′, |X ′′| = N ′′, в множество X ′, |X ′| = N ′, а моменты
μ
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G , μ
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(3)
G рассматриваются как случайные величины.

Теорема 1. Выполняются следующие равенства:
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а при любом C > 0 выполняются следующие неравенства
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Пусть теперь функция G : X ′ → X является ограничением функции F : X → X,
|X| = N, на множество X ′ = X\Θ, Θ ⊂ X, |Θ| = N

t
.

Теорема 2. При любом выборе множества Θ верны следующие соотношения
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Рассмотрим два фиксированных отображения G′ : X ′′ → X ′, G : X ′ → X и
подстановку π : X ′ → X ′. Построим композицию G′′ : X ′′ → X этих отображений

G′′(x) = G ◦ π ◦G′(x).

Пусть подстановка π выбирается случайно и равновероятно среди всех подста-
новок, отображающих множество X ′ в себя, а момент μ(2)

G′′
рассматривается как слу-

чайная величина.
Теорема 3. Верна формула
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Рассмотрим теперь два фиксированных отображения F ′ : X ′ → X ′, G : X ′ →
X, подстановку π : X ′ → X ′ и инъективное отображение ϕ : X → X ′. Построим
композицию F : X → X этих отображений

F (x) = G ◦ π ◦ F ′ ◦ ϕ(x).

Пусть подстановка π выбирается случайно и равновероятно среди всех подста-
новок, отображающих множество X ′ в себя, отображение ϕ выбирается случайно и
равновероятно среди всех инъективных отображений множества X в множество X ′,
а момент μ(2)F рассматривается как случайная величина.

Следствие. Верна формула
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