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В работе [1] предложено конечное выражение для решения непрерывного уравне-
ния Сильвестра.

Следующая теорема дает аналогичный результат для дискретного уравнения
Сильвестра AXB −X = C. (A,B,C,X — матрицы одного порядка).

Теорема. Пусть для уравнения

AXB −X = C (1)

выполняется условие однозначности (см. [2]):

λi(A)λj(B) 6= 1, ∀ i, j. (2)

Обозначим

Ck =
k∑

i=0

AiCBi, C0 = C. (3)

Минимальный многочлен матрицы BT ⊗A обозначим

p(t) = tl + p1t
l−1 + ∙ ∙ ∙+ pl−1t+ pl.

Тогда решение уравнения (1) можно найти по формуле

X = −(Cl−1 + p1Cl−2 + ∙ ∙ ∙+ pl−1C0)/p(1). (4)

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Из (1) получаем цепочку равенств:

X = AXB − C = A(AXB − C)B − C = A2XB2 −ACB − C

= A3XB3 −A2CB2 −ACB − C = ∙ ∙ ∙ . (5)

Из (3) и (5) получаем

AkXBk −X = Ck−1, k = 0, 1, 2 . . . , C−1 = 0. (6)

Выпишем равенство, получаемое как линейная комбинация l+1 равенств из (6) :

l∑

k=0

qkA
kXBk −

l∑

k=0

qkX =
l∑

k=1

qkCk−1. (7)

Рассмотрим векторизацию выражения D =
∑l
k=0 qkA

kXBk (см. [3]):

vect(D) =
l∑

k=0

qkvect(A
kXBk) =

l∑

k=0

qk
[
(Bk)T ⊗Ak

]
vect(X).
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Применим формулу (см. [3]) (A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD, получим

(BT )k ⊗Ak = (BT ⊗A)k.

Таким образом,

vect(D) =
l∑

k=0

qk[B
T ⊗A]kvect(X).

Если в качестве qk взять коэффициенты минимального многочлена матрицы
BT ⊗A, т. е. qk = pl−k, то первое слагаемое в левой части (7) будет нулевым:

−
l∑

k=0

pkX =

l∑

k=1

pl−kCk−1. (8)

Известно, что λ(BT ) = λ(B). Спектр матрицы BT ⊗A есть произведение спек-
тров сомножителей [3]:

λ(BT ⊗A) = {λi(A)λj(B
T ) : ∀i, j} = {λi(A)λj(B) : ∀i, j}.

Из условия однозначности (2) получаем, что в спектре матрицы BT ⊗ A нет
числа 1. Поэтому p(1) =

∑l
k=0 pk 6= 0. Из (8) следует (4). Теорема доказана.
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