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В. А. П у х л и й (Севастополь, СГУ). Об ускорении сходимости реше-
ния в модифицированном методе последовательных приближений.

В настоящее время при решении задач математической физики широкое при-
менение получили численные методы [1]. Однако, как справедливо отмечал академик
Л.В.Канторович [2], было бы преждевременным на основании доверия к «выводам ма-
шинной техники» приближенные аналитические методы считать окончательно уста-
ревшими. Применяя различного рода модификации, некоторые из этих методов могут
быть существенным образом улучшены. Классическим примером такого рода моди-
фикации является разработанные А.Н.Крыловым методы ускорения сходимости три-
гонометрических рядов [3].

Автором при решении широкого круга задач математической физики (краевых,
начальных, начально-краевых) применялся модифицированный метод последователь-
ных приближений [4–6].

Проведенные исследования ряда краевых задач математической физики [7] пока-
зали, что в ряде случаев имеет место медленная сходимость степенных рядов в моди-
фицированном методе последовательных приближений.

В вычислительной математике известно [1], что одна и та же функция может быть
представлена целым спектром различных степенных рядов. Представляя по существу
одну и ту же функцию, все они обладают весьма различной скоростью сходимости.
Но если наша цель — заданная ограниченная точность, то эти представления будут
совершенно различны. Самой слабой сходимостью обладают ряды Тейлора, с другой
стороны самая сильная сходимость характерна для полиномов Чебышева [8, 9].

Здесь для ускорения сходимости решения используется метод телескопического
сдвига степенного ряда Ланцоша [9]. Идея метода заключается в том, что имеющийся
в нашем распоряжении ряд Мак-Лорена телескопически сдвигается в гораздо более ко-
роткий ряд, не теряя в точности. Для этого используется возможность представления
степенного ряда через смещенные полиномы Чебышева [8, 9].

Решение систем дифференциальных уравнений с переменными коэф-
фициентами в смещенных полиномах Чебышева. Запишем систему обыкно-
венных дифференциальных уравнений с переменными коэффициентами в нормальной
форме Коши:

dXm

dξ
=

s∑

v=1

Bv,mXv + fm, (m = 1, 2, . . . , n). (1)

Здесь Xm — неизвестные безразмерные функции; Bv,m — переменные коэффициен-
ты; ξ — безразмерная координата; v — номер неизвестной функции, при которой
стоит коэффициент Bv,m; m — номер уравнения.

В соответствии с методом переменные коэффициенты Bv,m и свободные члены
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fm представлены через смещенные полиномы Чебышева:

Bv,m =

q∑

r=0

bv,m,rd
−1
r

r∑

k=0

akT
∗
k (ξ);

fm =

q∑

r=0

fm,r(drr!)
−1

r∑

k=0

akT
∗
k (ξ). (2)

Здесь q — степень интерполяционного полинома; ak — коэффициенты разло-
жения ξr в ряд по многочленам Чебышева. В выражениях (2) dr = 1 для r = 0 и
dr = 2

2r−1 для остальных r.
Общее решение системы уравнений (1) имеет вид:

Xm=
s∑

μ=1

Cμ

[

d−10 a0T
∗
0 (ξ)δ+

∞∑

n=1

Xm,μ,n

]

+

q∑

j=0

tm,j,0
[
dj+1(j+1)!

]−1
j+1∑

k=0

akT
∗
k (ξ)+

∞∑

n=2

Xm,n,

(3)
где tm,j,0 = fm,r при j = r; μ — номер фундаментальной функции; Cμ — постоян-
ные интегрирования. В решении (3) будет δ = 1 если m = μ и δ = 0 для остальных
μ.

Первое приближение Xm,μ,1 получается из подстановки нулевого приближения в
правую часть однородной системы: d−10 a0T

∗
0 (ξ)δ подставляем в

dXm
dξ
=
∑s
v=1 Bv,mXv.

Последующие приближения осуществляются по формулам:

Xm,μ,n =

β∑

j=1

tm,μ,n
[
dn+j−1(n+ j − 1)!

]−1
n+j−1∑

k=0

akT
∗
k (ξ);

Xm,n =

β∑

j=1

tm,n,j
[
dn+j−1(n+ j − 1)!

]−1
n+j−1∑

k=0

akT
∗
k (ξ), (4)

где β = n(q + 3)− 2.
Коэффициенты tm,μ,n,j и tm,n,j определяются через коэффициенты предыдуще-

го приближения по рекуррентным формулам:

tm,μ,n,j =
s∑

v=1

q∑

r=0

bv,m,rtv,μ,n−1,j−r(n+ j − 1)
−1

r∏

γ=0

(n+ j − 1− γ);

tm,n,j =
s∑

v=1

q∑

r=0

bv,m,rtv,n−1,j−r(n+ j)
−1

r∏

γ=0

(n+ j − γ). (5)

Постоянные Cμ, входящие в общее решение системы уравнений (3), находятся
из граничных условий.

Анализ результатов. Вышеизложенный подход применялся к исследованию
осесимметричной деформации конической оболочки линейно-переменной толщины при
воздействии стационарного температурного поля. Для этой задачи известно точное ре-
шение А.Д.Коваленко [10], полученное в гипергеометрических функциях.

Проведенные расчеты и сопоставления с результатами работы [10] показали по-
чти полное совпадение, отличия наблюдались лишь в третьем знаке.
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