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Исследование динамики вязкоупругой среды приводит к необходимости решать
начально-краевые задачи для линейных интегро-дифференциальных уравнений Воль-
терра c частными производными. Такие задачи с единых позиций могут быть изучены
в абстрактном виде

Bu(N)(t)−
N∑

i=1

AN−iu
(N−i)(t)−

∫ t

0

k(t− s)u(s)ds = f(t), u(i−1)(0) = ui−1, i = 1, . . . , N,

где B, AN−i, k(t) : E1 → E2 — замкнутые линейные операторы, E1, E2 — банаховы
пространства, оператор B фредгольмов. С помощью конструкции фундаментальной
оператор-функции интегро-дифференциального оператора в банаховых пространствах
в работе [1] изучена однозначная разрешимость этой начальной задачи в классах рас-
пределений и функций сильной гладкости порядка N. Применение разработанных
методов, как показано в [2, с. 113], становится затруднительным, если при каком-либо
k = 1, . . . , N выполняется

⋂k
i=1N(AN−i) ∩ N(B) 6= ∅. Пример подобной ситуации

доставляет модель Буссинеска–Лява

α1utt − uttxx + a(α2ut − utxx) + b(α3u− uxx) = f(t, x), t > 0, x ∈ [0; h];

u(t, x)
∣
∣
t=0
= u0(x), ut(t, x)

∣
∣
t=0
= u1(x), x ∈ [0; h]; u(t, 0) = u(t, h) = 0, t > 0,

продольных колебаний упругого стержня с учетом инерции и массовой нагрузки [3]
в случае α2 = α1. Здесь α1, α2, α3, a, b — ненулевые действительные параметры.
Заменой v(t, x) = (∂t + a)u(t, x) она сводится к интегро-дифференциальной форме

α1vt − vtxx + b
∫ t

0

e−a(t−τ)(α3 − ∂xx)v(τ, x)dτ = f(t, x)− b(α3u0 − u
′′
0 )e

−at; (1)

v(t, x)
∣
∣
t=0
= u1(x) + au0(x), v(t, 0) = v(t, h) = 0. (2)

Однозначная разрешимость последней начально-краевой задачи изучена автором на
основе редукции к абстрактной задаче Коши вида

Bu(N)(t)−
∫ t

0

g(t− s)Au(s)ds = f(t), u(i−1)(0) = ui−1, i = 1, . . . , N,

где g = g(t) — числовая функция. Доказана следующая
Теорема. Пусть α1 = λs, s ∈ N, и (f, ϕs)HL

[0;h]
∈ C1(t > 0), тогда начально-

краевая задача (1), (2) имеет единственное обобщенное решение

ṽ(t, x) =

[

u1(x) + au0(x) +
∑

n 6=s

1

α1 − λn

(
wn(t) +

∫ t

0

rn(t− τ)wn(τ)dτ
)
ϕn(x)

+
1

b(α3 − α1)

(
ft + af − b(α3 − α1)(u1 + au0), ϕs

)
HL
[0;h]

ϕs(x)

]

θ(t)

+
(
f
∣
∣
t=0
− b(α3 − α1)u0, ϕs

)
HL
[0;h]

ϕs(x)δ(t),
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где wn(t) = (
∫ t
0
f(τ, x)dτ − b

a
(α3 − λn)(t − 1

a
(1 − e−at))u1 − b(α3 − λn)tu0, ϕn)HL

[0;h]
,

rn(t) — резольвента ядра
α3−λn
α1−λn

b
a
(e−at − 1), θ(t) и δ(t) — функции О.Хевисайда

и П.Дирака, HL[0;h] — пространство С.Л.Соболева, L ∈ {0} ∪ N, λn = −π
2n2

h2
,

ϕn(x) = Cn sin
πn
h
x, Cn =

√
2
hυn
, υn =

∑L
k=0

(
πn
h

)2k
, n ∈ N.

З а м е ч а н и е. Если (f, ϕs)HL
[0;h]

∈ C2(t > 0) и

(f
∣
∣
t=0
− b(α3 − α1)u0, ϕs)HL

[0;h]
= (ft

∣
∣
t=0
− b(α3 − α1)u1, ϕs)HL

[0;h]
= 0,

то ṽ(t, x) = v(t, x)θ(t), причем v = v(t, x) является решением начально-краевой зада-

чи (1), (2) в классе C1(t > 0;
◦
HL+2[0;h]).
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