
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 23 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 4

2016

О. В. А л и ф а н о в (Москва,МИСиС).Температурно-временные зави-
симости квантовой динамики броуновской частицы в среде с большим тре-
нием.

Исследованы температурные и временны́е зависимости динамики броуновской ча-
стицы, исходя из представления о квантовой тепловой случайной силе, действующей
на частицу в среде с большим трением, и обусловленной тепловыми флуктуациями
среды. Указанное представление основано на процедуре квантования [1] классического
уравнения диффузии:
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для функции распределения вероятностей f(x, t) частицы с координатой x в мо-
мент времени t и коэффициентом диффузии D , пропорциональным квантовой сред-
ней энергии E теплового резервуара:
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(в отличие от классической энергии, равной kБT ), где γ — коэффициент затухания,
~ — постоянная Планка, kБ — постоянная Больцмана. Тепловой резервуар трактует-
ся как совокупность квантовых гармонических осцилляторов с собственной частотой
ω в равновесном состоянии при температуре T . Выполняя преобразование коорди-
нат (x1, x2) → (x, η~) для разности двух уравнений диффузии вида: x1 = x − ~η/2 ,
x2 = x+ ~η/2 и преобразование Фурье функции f(x, η, t) :

W (x, p, t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f(x, η, t)eipη dη,

приходим к квантовому уравнению диффузии в фазовом пространстве (x, p, t) :

Ẇt = DẄxx −
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зависящему от времени, где p — импульс частицы, точки над W обозначают соот-
ветствующие частные производные. Уравнение движения частицы в форме (3) позво-
ляет записать такое его приближенное решение, которое соответствует начальному
условию (в виде произведения Delta-функции Дирака)для классической функции рас-
пределения вероятности:
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Решение (3) с начальным условием (4) имеет вид
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имеет смысл среднего квадрата смещения частицы 〈x2(t)〉 в момент времени t при
температуре T . С учетом соотношения неопределенностей Гейзенберга

ΔX(t)ΔP (t) = ~/2,

в котором введено обозначение

ΔX(t) ≡
√
〈x2(t)〉, ΔP (t) ≡

√
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из (6) следует выражение для квантовой тепловой силы, зависящей от времени t и
температуры T :
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Выражение (7) получено в пренебрежении инерцией частицы для больших вре-
мен t → ∞ . Знак ”− ”в (7) означает, что квантовая тепловая сила имеет характер
притяжения. Оценки показывают [1], что по порядку величины тепловая сила сравни-
ма с силой Казимира, но, в отличие от нее, является нелокальной функцией, подобной
квантовому потенциалу Бома [2].

Численные расчеты температурной зависимости, представленные на рис. 1, по-
казывают, что для малых времен (t < 1/ω) тепловая сила имеет хорошо выраженный
минимум при некоторой температуре T0 . При T < T0 она возрастает (по модулю) с
ростом температуры, а при T > T0 уменьшается приблизительно как −T−1/2 . При
больших временах (t » l/ω) тепловая сила увеличивается (по модулю) при низких T
до некоторого значения, а затем при высоких T остается постоянной. Вообще говоря,
могут реализоваться разные температурные зависимости для тепловой силы, кото-
рые определяются параметрами задачи: собственной частотой ω колебаний среды и
коэффициентом затухания γ . Что касается зависимости силы (7) от времени, то и
при высоких, и при низких температурах сила монотонно убывает (по модулю) как
−t−3/2 .

Рис. Зависимость тепловой силы F (в единицах ω(~γ/2)1/2) от температуры T (в
единицах Te = ~ω/2) для разных времен: нижняя кривая соответствует t =
0,2/ ω ), верхняя — t = 1/ω

Возвращаясь к уравнению диффузии (3), заметим, что можно найти его точное
решение с начальным условием в виде (4). Результатом теперь будет выражение, ана-
логичное (5), но с заменой функции B(t) из (6) на другую функцию, A(t) , которая
определяется из решения уравнения:
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Уравнение (8) имеет точное решение в неявном виде. Численные расчеты показывают,
что функция A(t) имеет скачок при некотором значении t0 в области значений A ∼
~x/(4p) . Это приводит к изменению температурной зависимости тепловой силы, не
изменяя ее притягивающего характера.
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