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ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 24 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 3

2017

А. В. К а л и н к и н, Л. В. Т у р к и н а (Москва, МГТУ им. Н.Э. Бау-
мана). Спектральное представление переходных вероятностей для марков-
ского ветвящегося процесса T→ 0,2T .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс рождения и гибели
линейного типа ξ(t), t ∈ [0,∞), на множестве состояний N = {0, 1, 2, . . .}, переход-
ные вероятности Pij(t) = P{ξ(t) = j | ξ(0) = i} которого при t→ 0+ представимы в
виде

Pi,i−1(t) = p0λit+ o(t), Pii(t) = 1− λit+ o(t), Pi,i+1(t) = p2λit+ o(t),

где p0 > 0, p2 > 0, p0 + p2 = 1 ( λ > 0 ). Далее p2 > p0 > 0, случай
p0 > p2 > 0 аналогичен, случай p2 = p0 рассмотрен в другой работе. Экспоненциаль-
ная производящая функция переходных вероятностей F(t; z, s) =

∑∞
i=0(z

i/i!)Fi(t; s),
Fi(t; s) =

∑∞
j=0 Pij(t)s

j , |s| < 1, удовлетворяет первому и второму уравнениям Кол-
могорова [4]

∂F
∂t
= λz

(
p2
∂2F
∂z2

+ p0F −
∂F
∂z

)
,
∂F
∂t
= λ(p2s

2 + p0 − s)
∂F
∂s
, F(0; z, s) = ezs. (1)

Решение системы линейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (1) ищем в виде ряда с тремя разделенными переменными

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

AnC̃n(z)Cn(s)e
−λnt. (2)

Подставляя ряд (2) в уравнения (1), получаем дифференциальные уравнения

λz(p2C̃
′′
n(z)− C̃

′
n(z) + p0C̃n(z)) + λnC̃n(z) = 0, λ(p2s

2 − s+ p0)C
′
n(s) + λnCn(s) = 0.

Решение второго уравнения Cn(s) = ((p2s− p0)/(p2s− p2))λn/((p2−p0)λ). Рассма-
триваемые функции аналитические в области |s| < 1, поэтому λn = (p2 − p0)nλ.
Тогда

Cn(s) =
(p2s− p0
p2s− p2

)n
, C̃n(z) =

1

n!
zez
dn

dzn

(
zn−1e

p0−p2
p2

z
)

(если p2 = 1, то C̃n(z) есть многочлен Лагерра L
(−1)
n (z) [5]). Получаем

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

AnC̃n(z)
(p2s− p0
p2s− p2

)n
e−(p2−p0)nλt.

При начальном условии t = 0 имеем равенство

ezs =
∞∑

n=0

AnC̃n(z)
(p2s− p0
p2s− p2

)n
.
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Отсюда An = 1, учитывая формулы суммирования (ср. формулу 10.12 (17) [5]),
|s| < 1,

∞∑

n=0

C̃n(z)s
n = exp

(
z
p2s− p0
p2s− p2

)
, ezs = exp

(
z
p2
p2s−p0
p2s−p2

− p0

p2
p2s−p0
p2s−p2

− p2

)
=

∞∑

n=0

C̃n(z)
(p2s− p0
p2s− p2

)n
.

Теорема [3]. Двойная производящая функция переходных вероятностей равна

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

C̃n(z)
(p2s− p0
p2s− p2

)n
e−(p2−p0)nλt, p2 > p0 > 0, |s| < 1. (3)

Отсюда следует спектральное представление для переходных вероятностей про-
цесса ξ(t), найденное в работе [1], см. пример в главе IV. Ряд (3) суммируется,

F(t; z, s) =
∞∑

n=0

C̃n(z)
(p2s− p0
p2s− p2

e−(p2−p0)λt
)n
= exp

(
z
p2
p2s−p0
p2s−p2

e−(p2−p0)λt − p0

p2
p2s−p0
p2s−p2

e−(p2−p0)λt − p2

)
. (4)

Из определения функции F(t; z, s) и разложения функции (4) по z, получаем
Следствие [2]. Для процесса рождения и гибели линейного типа ξ(t) имеет

место свойство ветвления переходных вероятностей

Fi(t; s) = F
i
1(t; s), i = 0, 1, . . . , F1(t; s) =

p0(1− e(p0−p2)λt)− s(p0 − p2e(p0−p2)λt)
p2 − p0e(p0−p2)λt − sp2(1− e(p0−p2)λt)

. (5)

Метод нахождения представления двойной производящей функции через дискрет-
ный спектр и вывода нелинейного свойства (5) может быть перенесен на марковский
процесс рождения и гибели квадратичного типа 2T → T, 3T ( p1 6= p3 ) [3], [4].
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