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Для решения широкого круга комбинаторных задач весьма плодотворным ока-
зывается вероятностный подход [1, 2]. В частности, в вероятностной комбинаторике
находит успешное применение обобщенная схема размещения, позволяющая сводить
ряд комбинаторных задач к задачам о суммах независимых случайных величин, клас-
сическому объекту изучения в теории вероятностей. Обобщенная схема размещения
была введена в [3] и заняла заметное место в асимптотических исследованиях в веро-
ятностной комбинаторике. Свое название эта схема получила в связи с тем, что она
является обобщением классической задачи о случайном размещении частиц по ячей-
кам [2].

Напомним, что в обобщенной схеме размещения частиц распределение заполне-
ний ячеек представимо как условное распределение независимых случайных величин
при условии, что их сумма принимает фиксированное значение. Пусть η1, . . . , ηN —
неотрицательные целочисленные случайные величины, рассматриваемые как некото-
рые числовые характеристики комбинаторной структуры из N компонент, состоящей
из n элементов, такие, что η1+ ∙ ∙ ∙+ ηN = n. Если существуют независимые случай-
ные величины ξ1, . . . , ξN такие, что совместное распределение η1, . . . , ηN допускает
представление

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN} = P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN | ξ1 + ∙ ∙ ∙+ ξN = n}, (1)

где k1, . . . , kN — произвольные целые числа, то говорят, что η1, . . . , ηN образуют
обобщенную схему размещения с параметрами n и N и независимыми случайны-
ми величинами ξ1, . . . , ξN . Случайные величины η1, . . . , ηN интерпретируются как
заполнения ячеек.

В силу независимости случайных величин ξ1, . . . , ξN , изучение многих харак-
теристик обобщенной схемы размещения сводится к задачам о суммах независимых
случайных величин. В случае, когда распределения слагаемых одинаковы и фиксиро-
ваны (не зависят от числа слагаемых), можно пользоваться хорошо развитой теорией
суммирования независимых случайных величин. Однако во многих применениях обоб-
щенной схемы возникает необходимость в локальных предельных теоремах в схеме се-
рий. Как правило (см., например, [4, 5], распределение случайных величин ξ1, . . . , ξN
представляется в виде

P{ξ1 = k} =
bkθ

k

k!B(θ)
, (2)

где b0, b1, b2, . . . c — некоторая последовательность неотрицательных чисел,

B(θ) =
∞∑

k=0

bkθ
k

k!
,

и θ — параметр, принимающий положительные значения из области сходимости ряда
B(θ). Если соотношение (1) справедливо при некотором θ, то оно остается верным
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при всех положительных θ из области сходимости ряда B(θ) (см., например, [4]).
Для изучения характеристик обобщенной схемы размещения, как правило, требуются
локальные предельные теоремы при всех значениях параметра θ. Основные случаи
возможных областей изменения N и θ были рассмотрены в [5, 6, 7, 8].

Пусть Sn,R есть множество всех подстановок степени n, длины циклов которых
лежат в некотор ом множестве R натуральных чисел. Рассмотрим уравнение

Xd = e, (3)

где X — подстановка степени n, а e — тождественная подстановка. Нетрудно ви-
деть, что множество всех решений уравнения (3) в симметрической группе Sn, где
d — простое число, совпадает с Sn,R с R{1, d}; если же d — составное число и
1 = d0 < d1 < ∙ ∙ ∙ < dr = d — все различные делители числа d, то подстановка
X является решением уравнения (3) тогда и только тогда, когда длины циклов X
принадлежат R = {d0, . . . , dr}.

Обозначим T (d)n число решений уравнения (3), и пусть an,R — число элементов
множества Sn,R. Асимптотика чисел an,R изучалась, например, в [9, 10] с использо-
ванием метода перевала. Как показано в [11, 12],

an,R =
n! eB(θ)

θn

∞∑

N=1

(B(θ))N

N !
e−B(θ)P{ξ1 + ∙ ∙ ∙+ ξN = n},

где

P{ξ1 = k} =
θk

kB(θ)
, k ∈ R, и B(θ) =

∑

k∈R

θk

k
, (4)

так что для нахождения асимптотики T (d)n = an,R достаточно выбрать подходящее θ
и, как в [5, 6, 7, 8], получить серию локальных предельных теорем для суммы незави-
симых случайных величин, одинаково распределенных по закону (4).

Используя детали эффекта перехода распределений сумм независимых целочи-
сленных случайных величин, одинаково распределенных по закону (2), с одной решетки
на другую, подробно изученные в [6, 7, 8], получаем ранее не известные асимптотики
для числа решений уравнения (3). Заметим, что в случае, когда значения параметра
θ приближаются к границе сходимости ряда B(θ), могут появляться и другие пре-
дельные распределения.
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