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А. П. К о в а л е в с к и й (Новосибирск, НГТУ, НГУ, НГУЭУ). Оценива-
ние параметра закона Ципфа–Мандельброта по последовательности коли-
честв разных элементов выборки.

Предполагается, что случайные величины X1, . . . , Xn образуют выборку со зна-
чениями на множестве натуральных чисел: P{X1 = i} = pi > 0, i > 1.

Наблюдается число разных элементов выборки Rj , 1 6 j 6 n : Rj =∑∞
i=1 I{∃k 6 j : Xk = i}. Это число непустых урн в бесконечной урновой схеме

[1], [2].

Мандельброт [3] предложил следующую асимптотику вероятностей появления
слов в художественном тексте:

pi ∼ Ci
−1/θ, 0 < θ < 1, C > 0. (1)

Это — модификация закона Ципфа [4]. Такой характер убывания вероятностей в
предположениях бесконечной урновой схемы обеспечивает степенной рост числа раз-
ных элементов [1]: ERn ∼ Cθ Γ(1−θ)nθ, n→∞. Здесь Γ(∙) — гамма-функция.

Карлин [2] доказал УЗБЧ и ЦПТ для Rn. Чебунин и Ковалевский [5] доказали
функциональную ЦПТ для Zn(∙) = (R[n∙] − ER[n∙])/

√
ERn. Предельный процесс Zθ

— центрированный гауссовский с непрерывными п. н. траекториями и ковариационной
функцией K(s, t) = (s+ t)θ −max(sθ, tθ). Отметим, что этот же предельный процесс
возникает в [6] при изучении последовательности сумм индикаторов непустых урн со
случайными знаками.

Закревская и Ковалевский [7] получили состоятельную оценку параметра θ в ви-
де неявной функции от Rn при более жестком по сравнению с (1) условии pi = Ci−1/θ,
i > 1. В этой ситуации константа C является функцией от θ. Чебунин [8] доказал
состоятельность оценки lnRn/ lnn в ситуации более общей, чем (1). Недостаток этой
оценки в том, что она не является асимптотически нормальной.

Для построения асимптотически нормальной оценки параметра θ предлагается
суммировать логарифмы числа разных элементов с соответствующей весовой функци-
ей. Пусть θ̃ =

∫ 1
0
a(t) lnR[nt] dt, где функция a(∙) кусочно непрерывна, a(t) = 0 для

t ∈ [0, δ], где

δ ∈ (0, 1),
∫ 1

0

a(t) ln t dt = 1,

∫ 1

0

a(t) dt = 0.

Теорема 1. В условиях (1) оценка θ̃ сильно состоятельна.

Теорема 2. Если pi = C i−1/θ, i > i0, где i0 > 1, то
√
ERn (θ̃ − θ) сходится

слабо к случайной величине
∫ 1
0
a(t) t−θZθ(t) dt, имеющей нормальное распределение с

нулевым математическим ожиданием.
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