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Рассматривается зависимость «доза-эффект», которая описывается следующим
образом [1]. Пусть случайная величина X имеет распределение, которая неизвестно, с
функцией распределения F (x) и плотностью f(x) > 0. Пусть имеется еще одна слу-
чайная величина U (доза), плотность распределения которой равна g(x) > 0 и кото-
рую мы также считаем неизвестной. Наблюдению доступны пары U(n) = {(ui, wi), 1 6
i 6 n}, (повторная выборка), где wi есть значение случайной величины Wi — ин-
дикатора события (Xi < Ui) (эффект). Требуется по наблюдениям U(n) оценить
неизвестную функцию распределения F (x). В случае, когда величины X и U — не-
зависимы, E(W |U = x) = F (x), т. е. является регрессией, и для оценки F (x) можно

использовать ядерную оценку F̂n(x) =
S2n(x)

S1n(x)
, где

S1n(x) =
1

nh

n∑

i=1

K
(ui − x
h

)
, S2n(x) =

1

nh

n∑

i=1

wiK
(ui − x
h

)
.

Здесь K(x) есть ядерная функция (ядро) — четная плотность распределения с носи-
телем распределения на отрезке [−1, 1], а h есть параметр сглаживания, h→ 0 при
n → ∞, но nh → ∞. В работе [2] показано, что разность ξn = n2/5 (F̂n(x) − F (x))
при n → ∞ и некоторых условиях регулярности состоятельна и асимптотически
нормальна N(a(x), b2(x)), где a(x) = f ′(x) + 2f(x)g′(x)/g(x), b2(x) = F (x)(1 −
F (x)) ‖K ‖2 /g(x).

Кроме оценки F̂n(x) в практическом исследовании для оценки используются и
другие оценки, например, kNN -оценки [3]: здесь предельная дисперсия величины ξn
есть b̃2(x) = F (x)(1 − F (x)) ‖K ‖2 и не зависит от плотности g(x). В [4] был пред-
ложен также другой метод оценивания F (x) (метод Рида и Менча). «Этот метод
исходит из того естественного допущения, что если некоторый тест-объект дал поло-
жительный ответ при какой-либо дозе, то он даст такой же ответ и при более высоких
дозах; и наоборот, если некоторый тест-объект дал отрицательный ответ при опре-
деленной дозе, то он даст также отрицательный ответ и при всех меньших дозах»:
на с. 237 [5] приведен пример применения метода. Однако в некоторых работах (см.,
например, [6]) эффективность метода Рида и Менча подвергалась сомнению.

В данном сообщении мы рассмотрим аналог метода Рида и Менча. Будем строить

оценку для F (x) по формуле: F̃n(x) =
S3n(x)

S4n(x)
, где

S3n(x) =
1

nh

n∑

i=1

wiH
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h

)
, S4n(x) = S3n(x) +

1

nh
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(
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,

и исследуем ее асимптотическое поведение при n → ∞. Функцию H(x) выберем
равной

∫ x
− 1K(t) dt, −1 6 x 6 1, и H(x) = 0 вне интервала [−1, 1]. Показано, что

при n→∞,
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E(S3n(x)) = F (x)g(x) +
1

2
(1− μ2)h (Fg)′(x) +

1

6
h2(Fg)′′(x) + o(h2),

E(S4n(x)) = g(x) +
1

2
(1− μ2)g′(x)h+

1

6
g′′(x)h2 + o(h2), (1)

где μ2 =
∫ 1
−1 t

2K(t) dt. Для дисперсий рассматриваемых статистик имеем:

D(S3n(x)) =
1

nh
F (x)g(x) ‖H‖2 (1 + o(1)), D(S4n(x)) =

1

nh
g(x) ‖H‖2 (1 + o(1)).

Кроме того, при некоторых условиях регулярности и при h = n−1/3 имеет место

соотношение n1/3(F̃n − F (x))
d
→
n→∞

N((1 − α2)f(x)/2, F (x)(1 − F (x)) ‖H‖
2 /g(x)). Та-

ким образом, оценка F̃n(x) состоятельна и сходится со скорость n−1/3, однако она
не является 3

√
n-состоятельной оценкой. Повысить скорость сходимости F̃n можно с

использованием двухшаговой процедуры, предложенной в работе [7]. При этой проце-
дуре дисперсия новой оценки остается такой же, коэффициент при h в разложениях
(1) аннулируется, а скорость сходимости оценок повышается до n2/5. Заметим, что
последняя процедура, примененная к оценке F̂n(x) изменяет ее скорость сходимости
с n2/5 до n4/9.
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