
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 24 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 3

2017

М. С. И в к и н, М. С. Т и х о в (Нижний Новгород, ННГУ). Фурье-
метод для оценивания многомерной функции распределения по данным би-
нарных откликов с ошибками в переменных.

Пусть U(n) = {(U1,W1), . . . , (Un,Wn)} обозначает случайную выборку, а K(x)
есть ядерная функция, т. е. финитная симметричная плотность распределения. Пусть
U ∈ Rm — наблюдаемый, а X — ненаблюдаемый случайный вектор и W =
I(X < U), F (x) = P(X < x). Задача исследования: по выборке U(n) постро-
ить состоятельную оценку неизвестной функции распределения F (x). Если X,U
независимы, то E(W |U = x) = F (x), поэтому в качестве оценки F (x) возьмем
F̂n(x) = (n|H |)

−1∑n
j=1Wj K(H

−1(Uj − x))/ĝn(x), где

ĝn(x) =
1

n|H |

n∑

j=1

K(H−1(Uj − x))

есть ядерная оценка плотности ковариат U с весовой матрицей H = (hij)m×m. Пред-
положим [1], что вместо величин U1, . . . ,Un наблюдаются величины Yj = Uj + ej ,
j = 1, . . . , n, поэтому оценку плотности ĝn(x) будем строить по наблюдениям
Y1, . . . ,Yn Пусть Fe(y) обозначает функцию распределения ошибок наблюдения e,
а fe(y) ее плотность. Тогда fY(y) =

∫
fU(y − x) fe(x) dx.

Используя ядерную функцию K(x) рассмотрим следующую оценку

g̃n(x) =
1
√
2π

∫ ∞

−∞
exp {− itTx}ϕK(Ht)

ϕ̂n(t)

ϕe(t)
d t,

где ϕK(t) есть Фурье-преобразование ядра K(x), ϕe(t) есть характеристическая
функция (х.ф.) ошибки e и ϕ̂n(t) — эмпирическая х.ф.: ϕ̂n(t) =

∑n
j=1 exp {it

TYj},

а φ̂n(t) =
∑n
j=1Wj exp {it

TYj}. Заметим, что оценку g̃n(x) можно переписать в виде

g̃n(x ) =
1

n |H |

n∑

1

Kn(H
−1(Yj − x)), Kn(x) =

1

2π

∫ ∞

−∞
exp {− itTx}

ϕK(t)

ϕe(H−1t)
d t.

Учитывая это, мы используем следующую ядерную оценку функции распреде-
ления F (x) по данным бинарных откликов, учитывающую ошибку в измерении доз,
считая, что распределение ошибки известно:

F̃n(x ) =
n∑

j=1

WjKn(H
−1(x−Yj))/g̃n(x).

Рассмотрим одномерный случай. Известно, что если ϕ(t) = F(f(x))(t), то
f(x) = F−1(ϕ(t))(x) = F(ϕ(−t))(x), поэтому для наших целей достаточно иметь пря-
мое преобразование Фурье. Для примера в качестве Фурье-преобразования ядра мы
брали (с точностью до константы) ϕK(t) = sinc4(t)). В таком случае оценку типа
Надарая–Ватсона можно найти следующим образом:

Fn(x) = F

(

ϕK(th)
φ̂n(t)

ϕe(t)

)

(x)
/
F

(

ϕK(th)
ϕ̂n(t)

ϕe(t)

)

(x). (1)
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Что касается скорости сходимости оценок (1), то для ошибки, имеющей распре-
деление логарифмически-хи-квадрат распределение с одной степенью свободы норми-

рующий множитель есть
√
n

exp{2π/h}
для оценки F

(
ϕK(th)

ϕ̂n(t)

ϕe(t)

)
(x) (см. [2]–[4]).

Мы показываем, что такой же нормирующий множитель будет и для числителя

F
(
ϕK(th)

φ̂n(t)

ϕe(t)

)
(x) Отсюда получаем, что

√
n

exp{2π/h}
(Fn(x)− F (x)) будет асимпто-

тически нормальна при n→∞ Если ошибка будет иметь нормальное распределение,
то скорость сходимости оценок функции распределения (lnn)−1/2, а для двойного по-
казательного распределения она равна n−1/5.
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