
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 24 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 3

2017

С. А. З а г р е б и н а, М. А. С а г а д е е в а (Челябинск, ЮУрГУ). О
разрешимости многоточечной начально-конечной задачи для нестационар-
ного линейного уравнения соболевского типа.

Рассмотрим в банаховых пространствах X, Y нестационарное операторно-диф-
ференциальное уравнение вида

Lẋ(t) = a(t)Mx(t) + g(t), (1)

где оператор L ∈ L(X;Y), а оператор M ∈ Cl(X;Y). В уравнении (1) вектор-функция
g : [0, τ ] → Y отвечает внешнему воздействию, а скалярная функция a : [0, τ ] → R+
характеризует изменение во времени параметров уравнения (1). Уравнения вида (1)
при условии, что kerL 6= {0}, называют уравнениями соболевского типа (см., на-
пример, [1–3]). Данное исследование лежит в рамках теории вырожденных полугрупп
операторов, которая создана Г.А.Свиридюком [3]. Отметим, что уравнение (1) бу-
дем рассматривать в относительно p-радиальном случае [3], т. е. операторы L и M
порождают сильно непрерывную разрешающую полугруппу для однородного стацио-
нарного уравнения (1) ( a(t) ≡ 1 ).

Зафиксируем xj ∈ X и τj ∈ R+ для j = 0, n так, что τ0 = 0 и τj−1 < τj , и
рассмотрим многоточечную начально-конечную задачу [4]

lim
t→τ0+

P0(x(t)− x0) = 0, Pj(x(τj)− xj) = 0, (τj−1 < τj) j = 1, n (2)

для уравнения (1), где Pj некоторые относительно спектральные проекторы. Отме-
тим, что общая постановка многоточечной начально-конечной задачи (1), (2) в отно-
сительно p-радиальном случае была впервые приведена в [5]. Если n = 1, то условие
вида (2) называется начально-конечным условием, и оно для автономного уравнения
соболевского типа первого порядка было рассмотрено многими авторами (см. обзор в
[4]).

Множества ρL(M) = {μ ∈ C : (μL −M)−1 ∈ L(Y;X)} и σL(M) = C \ ρL(M)
будем называть соответственно L-резольвентным множеством и L-спектром опера-
тора M. Предполагая, что ρL(M) 6= ∅, введем в рассмотрение оператор-функции ком-
плексного переменного (μL−M)−1, RLμ (M) = (μL−M)

−1L, LLμ (M) = L(μL−M)
−1 с

областью определения ρL(M), которые будем называть соответственно L-резольвен-
той, правой и левой L-резольвентами оператора M. Аналогично, оператор-функции
(p+ 1) комплексного переменного вида

RL(λ,p)(M)=

p∏

k=0

RLλk (M), L
L
(λ,p)(M)=

p∏

k=0

LLλk (M), λk∈ρ
L(M) (k = 0, p)

с областью определения [ρL(M)]p+1, назовем соответственно правой и левой (L, p)-
резольвентами оператора M.

Предположим, что оператор M (L, p) -радиален. Обозначим подпространства
X0 = kerRL(μ,p)(M), Y

0 = kerLL(μ,p)(M) и сужения L0 = L|X0 , M0 = M |domM∩X0 .
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Через X1 (Y1) обозначим замыкание линеала imRL(μ,p)(M) (imL
L
(μ,p)(M)). Уравне-

ние Lẋ =Mx обладает сильно непрерывной разрешающей полугруппой операторы,

которой имеют вид Xt = s- lim
k→∞

((
L− t

k
M
)−1
L
)k
= s- lim

k→∞

(
k
t
RLk
t

(M)
)k
, t > 0. Единица

полугруппы {Xt ∈ L(X̃) : t ∈ R+} является проектором P = lim
t→0+

Xt вдоль X0 на

подпространство X1. Аналогично, проектор вдоль Y0 на подпространство Y1 обо-

значим как Q = lim
t→0+

Y t, где Y t = s- lim
k→∞

(
k
t
LLk
t

(M)
)k
.

Введем в рассмотрение условие

X = X0 ⊕ X1, Y = Y0 ⊕Y1. (3)

Обозначим через Lk (Mk) сужение оператора L (M) на Xk (domMk ∩Xk), k = 0, 1.
И введем в рассмотрение еще одно дополнительное условие

существует оператор L−11 ∈ L(Y
1;X1). (4)

О п р е д е л е н и е 1. Двухпараметрическое семейство X(∙, ∙) : R×R→ L(X)
будем называть вырожденным сильно непрерывным в нуле полупотоком (коротко,
C0-полупотоком) операторов, если выполнены следующие условия

1) X(t, τ)X(τ, s) = X(t, s) для всех 0 6 s < τ < t;
2) X(t, s) сильно непрерывны для всех t, s > 0 и для всех s > 0 существует

lim
t→s+0

X(t, s)x = x для всех x из линеала плотного в подпространстве X.

Теорема 1. Пусть оператор M (L, p)-радиален (p ∈ {0} ∪ N), выполнены
условия (3), (4) и функция a ∈ C(R), тогда семейство {X(t, s) ∈ L(X) : t, s ∈ R+},
с операторами вида X(t, s) = s- lim

k→∞
((L− 1

k
M
∫ t
s
a(ζ)dζ )−1L)k при s < t, является

вырожденным C0-полупотоком операторов.
Рассмотрим условие

σL(M) =
n⋃

j=0

σLj (M), n ∈ N, причем σ
L
j (M) 6= ∅,

существует замкнутый контур γj ⊂ C и γj = ∂Dj , где Dj ⊃ σLj (M),
чтоDj ∩ σL0 (M) = ∅ и Dk ∩Dl = ∅ при всех j, k, l = 1, n, k 6= l.






(5)

В силу голоморфности относительных резольвент существуют проекторы Pj ∈

L(X) и Qj ∈ L(Y) (j = 0, n) [5] вида Pj =
1

2πi

∫

γj

RLμ (M)dμ, Qj =
1

2πi

∫

γj

LLμ (M)dμ

при j = 1, n и P0 = P−
n∑

j=1

Pj , Q0 = Q−
n∑

j=1

Qj , где P и Q определены выше. Введем

в рассмотрение подпространства X1j = imPj , Y
1
j = imQj , j = 0, n. По построению

X1 =
n⊕

j=0

X1j и Y
1 =

n⊕

j=0

Y1j . Обозначим сужения операторов через L1j = L|X1
j
и

M1j =M |domM∩X1
j
, j = 0, n.

О п р е д е л е н и е 2. Вектор-функцию x∈C([τ0, τn];X)∩C1((τ0, τn];X) будем
называть классическим решением уравнения (1), если она на (τ0, τn) обращает его в
тождество. Классическое решение x = x(t) уравнения (1) называется классическим
решением многоточечной начально-конечной задачи (1), (2), если оно удовлетворяет
условиям (2).

Теорема 2. Пусть оператор M (L, p)-радиален (p ∈ {0} ∪ N), выполнены
условия (3)–(5) и функция a ∈ Cp+1([τ0, τn];R+), тогда для любых векторов xj ∈ X1j
(j = 0, n) и вектор-функции g : (τ0, τn) → Y такой, что Qg ∈ C((τ0, τn),Y1) и



XV Всероссийский симпозиум по прикладной и промышленной математике 3

(IY − Q)g ∈ Cp+1((τ0, τn),Y1) существует единственное классическое решение x∈
C([τ0, τn];X) ∩ C1((τ0, τn];X) задачи (1), (2) вида

x(t)=−
p∑

k=0

(
M−1
0 L0

)k
M−1
0

(
1

a(t)

d

dt

)k
g0(t)

a(t)
+
n∑

j=0

(

X(t, τj)Pjxj−
∫ τj

t

X(t, s)PjL
−1
1j g

1
j (s)ds

)

.
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