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Памяти Валентина Фёдоровича Колчина посвящается.

Пусть задана кратная последовательность a(i) > 0, i ∈ Zn+ ≡ {0, 1, 2, . . . }
n, при-

чем при x ∈ (0, 1)n сходится степенной ряд

B(x) =
∑

i∈Zn+

a(i)xi ≡
∑

i1,...,in∈Z+

a(i1, . . . , in)x
i1
1 . . . x

in
n > 0

и расходится при x = 1 ≡ (1, . . . , 1). Мы будем говорить, что с. в. ξx имеет распре-
деление типа кратного степенного ряда, если P{ξx = i} = a(i)xi/B(x), ∀i ∈ Zn+, где
x ∈ (0, 1)n. Такие распределения используются в обобщенной схеме размещения [4].
Основателем этой схемы является В.Ф. Колчин [1]. Его результаты, в частности, с
использованием этой схемы, занимают видное место в вероятностной комбинаторике
(см., например, [2, 3]).

Пусть A - δ -кольцо ограниченных борелевских множеств из Rn. Положим при
A ∈ A и b > 0 (т. е., при b ∈ Rn+ ≡ (0,∞)

n)

μb(A) =
1

B(exp{−1/b})

∑

i: i∈Zn+, i/b∈A

a(i)

(если A ∩ Zn+ = ∅, то мы полагаем μb(A) = 0. Здесь и далее a/b =
(a1/b1, . . . , an/bn), ∀a ∈ Rn ). Из замечания 3 статьи автора [5] следует

Лемма. Пусть для произвольного фиксированного λ = (λ1, . . . , λn) > 0 при
b = (b1, . . . , bn) > 0 и minj=1,...,n bj →∞

B(exp{−λ/b})
B(exp{−1/b})

→ Ψ(λ) ∈ (0,∞),

где exp{−λ/b} = (exp{−λ1/b1}, . . . , exp{−λn/bn}). Тогда существуют такие числа
αj > 0, что Ψ(λ) =

∏n
j=1 λ

αj
j , ∀λ ∈ R

n
+ и при minj=1,...,n bj → ∞ μb ⇒ ν, т. е.

μb(A)→ ν(A) для произвольного A ∈ A с ν(∂A) = 0. Здесь

ν(A) =

∫

A∩[0,∞)n
ν1(dy1) . . . νn(dyn),

где νj(dyj) = y
αj−1
j dyj/Γ(αj), если αj > 0 и мера νj сосредоточена в нуле с весом

1, если αj = 0.

Теорема 1. Пусть выполнены все предположения леммы 1, причем все αj > 0.
Кроме этого, предположим, что для каждого j = 1, . . . , n выполнено одно из следу-
ющих соотношений: при b = (b1, . . . , bn) > 0 и minl=1,...,n bl → ∞ для произвольной
функции zj = zj(b) > 1, zj = 1 + o(1) выполнено одно из следующих неравенств:

lim inf
minl=1,...,n bl→∞

(f(b1, . . . , bj−1, zjbj , bj+1, . . . , bn)− f(b))/g(b) > 0; (1)
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lim sup
minl=1,...,n bl→∞

(f(b1, . . . , bj−1, zjbj , bj+1, . . . , bn)− f(b))/g(b) 6 0, (2)

где f(b) = a([b]), g(b) = B(exp{−1/b})/
∏n
j=1 bj . Тогда для произвольного фиксиро-

ванного y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn+ при mini=1,...,n bi → +∞

a([by])

g(b)
=
f(y1b1, . . . , ynbn)

g(b)
→ ϕ(y) ≡

∏n
j=1 y

αj−1
j∏n

j=1 Γ(αj)
.

При этом последнее соотношение выполнено равномерно по y ∈ K для произволь-
ного компакта K ⊂ Rn+. Здесь a([by]) = a([b1y1], . . . , [bnyn]).

Заключение теоремы 1 останется в силе, если в соотношениях (1) и (2) функцию
g(b), стоящую в их знаменателях, заменить на f(b) [5, теорема 4]. Доказательство
теоремы 1 проводится по той же схеме, что и упомянутой теоремы 4 из [5]. Одно из
неравенств (1) или (2) выполнено, в частности, если кратная последовательность a(i)
монотонна по каждой переменной. Из леммы 1 и теоремы 1 выводится следующий
результат.

Теорема 2. Если выполнены условия леммы 1, то ξx(1−x)
D
→ (γ1, . . . , γn) при

x ↑ 1, где с. в. γ1, . . . , γn независимы и γj имеет Γ -распределение с параметром αj ,
если αj > 0 и сосредоточена в нуле, если αj = 0. Если выполнены предположения
теоремы 1, то

P{ξx = [y/(1− x)]}∏n
j=1(1− xj)

→

∏n
j=1 y

αj−1
j e−yj

∏n
j=1 Γ(αj)

при x ↑ 1 равномерно по y ∈ K для произвольного компакта K ⊂ Rn+.
В [4] соответствующий одномерный результат доказан методом моментов. Дока-

зательство теоремы 2 при помощи леммы 1 и теоремы 1 существенно проще.
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