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ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 24 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 3

2017

М. Г. Ч е б у н и н (Новосибирск, НГУ). О точности пуассонизации в
бесконечной урновой схеме.

Изучается следующая вероятностная модель [1], [2]: имеется n шаров и бесконеч-
ное число ячеек («урн»), занумерованных числами 1, 2, . . . . Каждый шар попадает в
i-ю ячейку с вероятностью pi > 0 независимо от всех других шаров (

∑∞
i=1 pi = 1 ).

Обозначим через Xi номер ячейки, в которую попал i-й шар, а через Ji(n) количество
шаров, попавших в i-ю ячейку. Нас интересуют асимптотические свойства распреде-
ления числа различных элементов в выборке (X1, . . . , Xn ) объема n при стремлении
n → ∞. А именно, мы рассматриваем статистики числа элементов, встретившихся
не менее k > 1 раз R∗n,k =

∑∞
i=1 I(Ji(n) > k), и статистики числа элементов, встре-

тившихся ровно k раз; Rn,k = R∗n,k − R
∗
n,k+1. Наряду с выборкой объема n будем

рассматривать выборку случайного объема P (t), где {P (t), t > 0} — пуассонов-
ский процесс с интенсивностью 1 и не зависящий от последовательности X1, X2, . . . .
Обозначим

α(x) = max{j : pj > 1/x} = x
θL(x) при θ ∈ [0, 1] (1)

и будем предполагать, что функция α(x) правильно меняется на бесконечности, где
L(x) — медленно меняющаяся функция.

В предположении, что θ > 0, Карлин [2] доказал УЗБЧ и ЦПТ для Rn. Чебунин
и Ковалевский [3] доказали функциональную ЦПТ для Zn(∙) = (R[n∙]−ER[n∙])/

√
ERn.

Предельный процесс Zθ — центрированный гауссовский с непрерывными п.н. траек-
ториями и ковариационной функцией K(s, t) = (s + t)θ − max(sθ, tθ). Отметим, что
этот же предельный процесс возникает в [4] при изучении последовательности сумм
индикаторов непустых урн со случайными знаками. Закревская и Ковалевский [5] по-
лучили состоятельную оценку параметра θ в виде неявной функции от Rn при более
жестком по сравнению с (1) условии pi = Ci−1/θ, i > 1. В этой ситуации константа C
является функцией от θ. Чебунин [6] доказал состоятельность оценки lnRn/ lnn в си-
туации более общей, чем (1).Мы будем изучать асимптотическое поведение Rn−RP (n)
и Rn − ERn cо средней нормировкой между законом больших чисел и центральной
предельной теоремой. Обозначим при k > 1

Y ∗n,k = R
∗
n,k − ER

∗
n,k; B

∗
n,k = DR

∗
P (n),k; Yn,k = Rn,k − ERn,k; Bn,k = DRP (n),k;

и определим при θ = 1 медленно меняющуюся функцию ([1], лемма 4)

L∗(t)
def
=

∫ ∞

0

e−1/y

y
L(ty)dy → 0 при t→∞.

Теорема 1. В условиях (1), для любого k > 1 и θ ∈ [0, 1],

bn(R
∗
n,k −R

∗
P (n),k)

п.н.
−−−−→
n→∞

0 и bn(Rn,k −RP (n),k)
п.н.
−−−−→
n→∞

0,

где

bn =






(nL∗(n) ln lnn)−
1
2 , θ = 1, k = 1;

(nL(n) ln lnn)−
1
2 , θ = 1, k > 2;

o(min{n
1
2
−θ(ln lnnL(n))−1, (lnn)−1}), θ < 1, k > 1.
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Теорема 2. В условиях (1), если
ERP (n),k0
lnn

→ ∞ некоторого k0 > 1 при n → ∞,
то для любого k 6 k0

P

(

lim sup
n→∞

|Y ∗n,k|√
2B∗n,k lnn

6 1

)

= 1, P

(

lim sup
n→∞

|Yn,k|√
2Bn,k lnn

6 1

)

= 1.
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