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Хорошо известный гауссовский принцип соотношения объемов (в англоязыч-
ной литературе — Gaussian volume heuristic) гласит, что количество точек решетки
Λ ⊂ Rn ранга n в компактном множестве S ⊂ Rn примерно равно vol(S)/detΛ,
где vol(S) — лебегов объем множества S, а detΛ — определитель решетки Λ. В
литературе приводятся различные условия на S, при которых выражению «примерно
равно» можно придать точную количественную формулировку. Одно из таких усло-
вий связано с оценкой количества отрезков, получаемых при пересечении произвольной
прямой либо с самим множеством S, либо с его проекциями на различные линейные
подпространства.

Более точно, пусть S — компактное множество в Rn и h — натуральное чи-
сло. Будем говорить, что множество S является h-интервальным, если для любой
прямой L пересечение S ∩ L представляется в виде не более, чем h отрезков [α;β]
(включая отдельные точки {α} = [α;α] ), и то же самое верно для проекции S на
любое подпространство, получаемое приравниванием каких-либо координат нулю. В
частности, любое выпуклое множество, очевидно, является 1-интервальным.

В настоящей работе дано уточнение оценки модуля остаточного члена

R = |S ∩ Λ| −
voln(S)
detΛ

по сравнению с ранее известными результатами для h-интервальных множеств при
любом фиксированном числе h. Основной результат нашей работы имеет следующий
вид.

Теорема. Пусть S ⊂ Rn есть h-интервальное множество, лежащее в замкну-
том n-мерном шаре Bn(0, r) радиуса r с центром в нуле, и Λ ⊂ Rn — решетка
с последовательными минимумами λ1, λ2, . . . , λn. Тогда для количества точек мно-
жества Λ ∩ S имеет место оценка

|Λ ∩ S| =
voln(S)
detΛ
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, i = 1, 2, . . . , n.

Из этой теоремы получены три следствия.
Следствие 1. Пусть в условиях теоремы радиус шара r удовлетворяет нера-

венству r > ρn−1. Тогда для остаточного члена R имеет место оценка
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Следствие 2. Пусть при условии теоремы

j = max{k : 0 6 k 6 n− 1, r > ρk},

где по определению считаем, что ρ0 = 0. Тогда для остаточного члена R имеет
место оценка
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Следствие 3. Пусть S ⊂ Rn — компактное выпуклое множество положи-
тельного объема и Λ ⊂ Rn — решетка ранга n. Предположим, что минимальное
аффинное подпространство, содержащее пересечение Λ∩S, совпадает с Rn. Тогда
для количества точек этого пересечения имеет место оценка
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Следствие 1 является уточнением леммы 1 п. 2 из работы [1], в которой для вели-
чины R указана лишь оценка O (λn rn−1/detΛ). Отметим, что в условии этой леммы
требуется выполнение неравенства r > λn−1, однако, как видно из доказательства,
утверждение леммы останется верным, если имеет место лишь оценка r > cn,hλn−1 с
произвольной константой cn,h > 0. В частности, утверждение верно, если r > ρn−1,
где число ρn−1 определено в теореме.

Константа

cn =
(n!)3/2hn

(2π)n/2
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√
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фигурирующая в следствии 2, значительно уточняет аналогичную константу
c ′n = 8n n3n

2+5n/2, получаемую из теорем 2.4 и 2.6 работы [2] в частном слу-
чае h = 1. Более того, наша константа cn значительно улучшает и константу
c ′′n = (h+ 2 ∙ 3

n−1/2 n)n, фигурирующую в теореме 2.3 из указанной работы.
Константа
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фигурирующая в следствии 3, намного точнее аналогичной константы
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,

указанной в следствии 2.10 работы [2] и являющейся величиной порядка cnn3n
2/2+7n/2,

где c — абсолютная постоянная, c > 1.
Таким образом, для h-интервальных множеств S ⊂ Rn получена оценка мощ-

ности пересечения S ∩ Λ с произвольной решеткой Λ ⊂ Rn ранга n, уточняющая
ранее известные результаты.
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