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А.В.К а л и н к и н, М.А.С т е п а н о в а (Москва,МГТУим.Н.Э. Ба-
умана). Спектральное представление переходных вероятностей для марков-
ского ветвящегося процесса T1 → T2; T2 → T1 .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),
t ∈ [0,∞), на множестве состояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, переходные
вероятности

P
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(β1,β2)
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ξ(t)=(β1, β2) | ξ(0)=(α1, α2)

}

которого при t→ 0+ представимы в виде (λ1 > 0, λ2 > 0)

P
(α1,α2)
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(t) = λ1α1 t+ o(t),

P
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(α1+1,α2−1)
(t) = λ2α2 t+ o(t),

P
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(α1,α2)
(t) = 1− (λ1α1 + λ2α2) t+ o(t).

Экспоненциальная производящая функция переходных вероятностей

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0
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где

F (α1,α2)(t; s1, s2) =
∞∑

β1,β2=0
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2 , |s1| 6 1, |s2| 6 1,

удовлетворяет первому и второму уравнениям Колмогорова
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∂F
∂s2
,

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = e
z1 s1+z2 s2 .

Решение системы линейных дифференциальных уравнений в частных производ-
ных (1) ищем в виде ряда с разделенными переменными

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2 C̃α1α2(z1, z2)Cα1α2(s1, s2) e
−λα1α2 t . (2)

Подставляя ряд (2) в уравнения (1), получаем для α1, α2 = 0, 1, . . . уравнения первого
порядка
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Так как процесс ξ(t) принимает значения из множества

L =
{
(0, α1+α2), (1, α1+α2−1), . . . , (α1+α2, 0)

}
,

то имеет место краевое условие «решение есть многочлен», что возможно для последо-
вательности «собственных значений» λα1α2 = α1 (λ1+λ2). «Собственные функции»
имеют вид

C̃α1α2(z1, z2) = (λ1 z1−λ2 z2)
α1 (z1+z2)

α2

Cα1α2(s1, s2) = (s1−s2)
α1 (λ2 s1+λ1 s2)

α2 .

Получаем

F(t; z1, z2; s1, s2)

=
∞∑
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α2 e−α1 (λ1+λ2) t.

При начальном условии t = 0 имеем разложение в ряд

e z1s1+z2s2 = exp
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λ1+λ2
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}
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.

Отсюда Aα1α2 = 1/(α1!α2!(λ1+λ2)
α1+α2).

Теорема [2]. Двойная производящая функция переходных вероятностей равна

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

1
α1!α2! (λ1+λ2)

α1+α2
(λ1z1−λ2z2)

α1 (z1+z2)
α2

(3)
× (s1−s2)

α1 (λ2s1+λ1s2)
α2 e−α1(λ1+λ2) t.

Ряд (3) легко суммируется:

F(t; z1, z2; s1, s2) = exp {z1F1(t; s1, s2) + z2F2(t; s1, s2)},

где

F1(t; s1, s2) =
λ2s1+λ1s2
λ1+λ2

+
λ1 (s1−s2)
λ1+λ2

e−(λ1+λ2) t,

F2(t; s1, s2) =
λ2s1+λ1s2
λ1+λ2

−
λ2 (s1−s2)
λ1+λ2

e−(λ1+λ2) t.

Из разложения экспоненты по z1, z2 и определения F(t; z1, z2; s1, s2) получаем сле-
дующее утверждение.

Следствие [1]. Для марковского процесса рождения и гибели линейного типа
ξ(t) имеет место свойство ветвления переходных вероятностей

F(α1,α2)(t; s1, s2) = F
α1
1 (t; s1, s2)F2

α2(t; s1, s2), α1, α2 = 0, 1, . . .

Изложенный метод переносится на процессы рождения и гибели квадратичного
типа на множестве L, T1+T2 → 2T2;T1 → T2 (эпидемия SIS) и T1+T2 → 2T1, 2T2 [3].
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