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А.В.К а л и н к и н, С.С.К у д р я ш о в (Москва, МГТУим.Н.Э.Бау-
мана). Вероятности вырождения марковского ветвящегося процесса со схе-
мой взаимодействий 2T1 → T1 +T2,2T2 .

Рассматривается однородный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),
t ∈ [0,∞), на множестве состояний N 2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, переходные
вероятности

P
(α1,α2)

(β1,β2)
(t) = P

{
ξ(t)=(β1, β2)| ξ(0)=(α1, α2)

}

которого при t→ 0+ представимы в виде,

P
(α1,α2)

(α1−1,α2+1)
(t) = p11 α1(α1−1)λ t+ o(t),

P
(α1,α2)

(α1−2,α2+2)
(t) = p02 α1 (α1−1)λ t+ o(t),

P
(α1,α2)

(α1,α2)
(t) = 1− α1 (α1−1)λ t+ o(t),

где λ > 0, p11 > 0, p02 > 0, p11 + p02 = 1. Производящая функция переходных
вероятностей

F(α1,α2)(t; s1, s2) =
∞∑

β1,β2=0

P
(α1,α2)

(β1,β2)
(t) sβ11 s

β2
2 , |s1| 6 1, |s2| 6 1,

удовлетворяет второму (прямому) уравнению Колмогорова [3]

∂F(α1,α2)(t; s1, s2)
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= λ

(
p11 s1 s2+p02 s

2
2−s

2
1

) ∂ 2F(α1,α2)(t; s1, s2)
∂ s21

,

с начальным условием F(α1,α2)(0; s1, s2) = s
α1
1 s

α2
2 . Экспоненциальная производящая

функция переходных вероятностей

G(β1,β2)(t; z1, z2) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
P
(α1,α2)

(β1,β2)
(t),

удовлетворяет первому (обратному) уравнению Колмогорова [3]

∂G(β1,β2)(t; z1, z2)

∂ t
= λ z 21

(

p11
∂ 2

∂ z1 ∂ z2
+p02

∂ 2

∂ z 22
−
∂ 2

∂ z 21

)

G(β1,β2)(t; z1, z2),

c начальным условием G(β1,β2)(0; z1, z2) = z
β1
1 z

β2
2 /(β1!β2!). Состояния (0, γ2), (1, γ2),

γ2=0, 1, . . . являются поглощающими. Вероятности остановки процесса равны

q
(α1,α2)

(0,γ2)
= lim
t→∞

P
(α1,α2)

(0,γ2)
(t), γ2 = 0, 1, . . .

Для экспоненциальной производящей функции

g(0,γ2)(z1, z2) =
∞∑

α1,α2=0

zα11 z
α2
2

α1!α2!
q
(α1,α2)

(0,γ2)
, γ2 = 0, 1, . . . ,
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имеем:
g(0,γ2)(z1, z2) = limt→∞

G(0,γ2)(t; z1, z2),

причем эта функция удовлетворяет стационарному первому уравнению

p11
∂ 2 g(0,γ2)

∂z1∂z2
+ p02

∂ 2 g(0,γ2)

∂ z 22
−
∂ 2 g(0,γ2)

∂z 21
= 0, γ2 = 0, 1, . . . ,

при граничных условиях

g(0,γ2)(0, z2) =
z 22
γ2 !
,
∂ g(0,γ2)(0, z2)

∂ z1
= 0.

Общее решение линейного уравнения в частных производных второго порядка нахо-
дится методом характеристического уравнения [1]. Частное решение имеет вид

g(0,γ2)(z1, z2) =
p02 (z1+z2)

γ2

(1+p02)γ2 !
+
(z2−p02z1)

γ2

(1+p02) γ2 !
, γ2 = 0, 1, . . .

Для аналогичной экспоненциальной производящей функции g(1,γ2)(z1, z2) имеем
граничные условия

g(1,γ2)(0, z2) = 0 ,
∂ g(1,γ2)(0, z2)

∂ z1
=
z 22
γ2 !
,

и решение стационарного первого уравнения

g(1,γ2)(z1, z2) =
(z1+z2)

1+γ2

(1+p02) (1+γ2) !
−
(z2−p02 z1)

1+γ2

(1+p02)(1+γ2) !
, γ2 = 0, 1, . . .

Раскладывая бином по z1, z2, получаем утверждение.

Теорема [2]. Вероятности вырождения равны

q
(α1,α2)

(0,α1+α2)
=
p02+(−p02)

α1

1+p02
, q

(α1,α2)

(1,α1+α2−1)
=
1−(−p02)

α1

1+p02
, α1, α2 = 0, 1, . . .

Возможность применения изложенного метода экспоненциальной производящей
функции [3, 4] для нахождения явных выражений для вероятностей вырождения мар-
ковских процессов или вероятностей остановки случайных блужданий связана со слож-
ностью применения тех или иных методов решения линейных уравнений в частных
производных.
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