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Резюме: Рассмотрены краевые задачи для уравнения Пуассона на плоскости с
обобщенными условиями сопряжения на прямой. Задачи моделируют процессы те-
пломассопереноса на плоскости, содержащей сильно- или слабо проницаемую пленку.
Получены явные решения задач, из которых выведены некоторые закономерности
влияния пленок на процессы.
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Рассмотрим на плоскости для потенциалов ui(x, y) две задачи:

Δu1 = 0, x < 0; , Δu2 = F (x, y), x > 0, (1)

x = 0 : u2 − u1 = B
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∂x2
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где Δ — оператор Лапласа; A > 0 и B > 0 — постоянные, одна из которых равна
нулю, F (x, y) — заданная функция, для которой существует решение f(x, y) класси-
ческой задачи на плоскости вида Δf = F (x, y), где F (x, y) ≡ 0 при x 6 0.

Задачи (1), (2) описывают установившиеся процессы тепломассопереноса на плос-
кости, содержащей сильно- или слабо проницаемую пленку x = 0 соответственно
при A > 0, B = 0 или при B > 0, A = 0 [1]. Функция f(x, y) является потен-
циалом аналогичных процессов на всей плоскости без пленки, т. е. f(x, y) — гар-
моническая на всей плоскости функция, имеющая заданные особые точки (источ-
ники, стоки и т. д.) при x > 0. Например, для источника в точке (x0, y0) имеем
f(x, y) = Q ln[(x− x0)2 + (y − y0)2], x0 > 0.

Следуя методу свертывания разложений Фурье [1], решения задач (1), (2) выра-
жаются через функцию f(x, y) в виде

u1 = γ

∫ ∞

0

e−γtf(x− t, y) dt, u2 = f(x, y)− f(−x, y)+γ
∫ ∞

0

e−γtf(−x− t, y) dt, (4)

(γ = 2/A) в случае сильно проницаемой пленки и

u1 = γ

∫ ∞

0

e−γtf(x− t, y) dt, u2 = f(x, y)+ f(−x, y)−γ
∫ ∞

0

e−γtf(−x− t, y) dt, (5)

(γ = 2/B) в случае слабо проницаемой пленки x = 0.
Из выражений (4) при A→ 0 ( γ →∞ ), интегрированием по частям, получаем

u1,2(x, y) → f(x, y), т. е. пленка исчезает. При A → ∞ ( γ → 0 ) из (4) находим
u1(x, y) → 0, u2(x, y) → f(x, y) − f(−x, y) ≡ U(x, y), где U(x, y) — решение задачи
Дирихле в полуплоскости: ΔU = F (x, y), x > 0; U|x=0 = 0, т. е. пленка x = 0 является
абсолютно проницаемой каверной, при этом при x < 0 процесс отсутствует.

Из выражений (5) при B → 0 ( γ →∞ ) следует u1,2 → f(x, y), т. е. пленка исче-
зает. При B →∞ ( γ → 0 ) из (5) получим u1(x, y)→ 0, u2(x, y)→ f(x, y)+f(−x, y) ≡
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V (x, y), где V (x, y) — решение задачи Неймана: ΔV = F (x, y), x > 0; ∂V/∂x|x=0 = 0,
т. е. пленка x = 0 вырождается в непроницаемый экран.

Таким образом, потенциалы (4), (5) описывают процессы тепломассопереноса на
плоскости с сильно- и слабо проницаемыми пленками в диапазоне от абсолютно про-
ницаемой каверны до непроницаемого экрана x = 0.

Из формул (4) следует равенство u2(x, y)− f(x, y) = u1(−x, y)− f(−x, y), x > 0.
Отсюда при внесении в невозмущенный пленкой поток с потенциалом f(x, y) силь-
но проницаемой пленки приращения потенциалов и составляющих скоростей viy =
∂ui/∂y в точках, симметричных относительно пленки x = 0, одинаковые, а прираще-
ния составляющих скоростей vix = ∂ui/∂x отличаются лишь знаками.

Из формул (5) следует равенство u2(x, y)− f(x, y) = f(−x, y)− u1(−x, y), x > 0.
Отсюда при внесении в поток с потенциалом f(x, y) слабо проницаемой пленки при-
ращения потенциалов и составляющих скоростей viy в точках, симметричных отно-
сительно пленки x = 0, отличаются лишь знаками, а приращения составляющих ско-
ростей vix одинаковые. В частности, в задачах теплопроводности при внесении слабо
проницаемой пленки температура в зоне расположения источников x > 0 повышается,
а в зоне x < 0 понижается.

Работа выполнена в рамках гранта Совета по НиИД Заб.ГУ (проект 358-ГР).
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Abstract : Problems for the Poisson equation on a plane with generalized conjugation
conditions on a straight line are considered. The tasks simulate the processes of heat and
mass transfer on a plane containing a strongly or weakly permeable film. Explicit solutions
of problems have been obtained, from which some regularities of the influence of films on
processes have been derived.
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