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Резюме: Мы изучаем совместное распределение двух процессов количеств непу-
стых урн в бесконечной урновой схеме. Первый процесс подсчитывает количество не-
пустых урн в прямом направлении времени (от первого шара к последнему), а второй
в обратном. Мы доказываем функциональную центральную предельную теорему для
разности этих процессов.
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Бесконечная урновая модель состоит в следующем: случайные величины
X1, . . . , Xn независимы и одинаково распределены в соответствии с некоторым рас-
пределением на положительных целых числах P(X1 = i) = pi > 0, i = 1, 2, . . . .

В этих обозначениях Xj — номер урны при j -м бросании шара. Мы будем
предполагать, что вероятности упорядочены по неубыванию: p1 > p2 > . . . .

Изучим следующие последовательности случайных величин:

Rk = 1 +
k∑

i=2

I{Xi 6= Xj , j = 1, . . . , i− 1},

R′k = 1 +

n−1∑

i=n−k+1

I{Xi 6= Xj , j = i+ 1, . . . , n}, k > 2, R0 = R
′
0 = 0, R1 = R

′
1 = 1.

Это последовательности количеств непустых урн при k первых (Rk ) и послед-
них (R′k ) бросаниях шара. Отметим, что Rn = R

′
n — общее число непустых урн при

бросании n шаров. По-видимому, впервые статистика Rn изучалась в [1]. В рабо-
тах [2–13] доказаны различные варианты центральной предельной теоремы для ста-
тистики Rn, а также для последовательности статистик R0, . . . , Rn (функциональ-
ный вариант). Нашим новым результатом является рассмотрение последовательности
статистик в обратном направлении времени R′0, . . . , R

′
n и доказательство (совместно

с М.Г.Чебуниным) предельной теоремы для совместного распределения этих последо-
вательностей статистик.

Теорема 1. Пусть функция α(x) = max{k : pk > 1/x} является правильно
меняющейся с показателем θ, 0 < θ < 1, т. е.

α(x) = xθL(x),

где L(x) — медленно меняющаяся на бесконечности функция. Тогда случайный про-
цесс {

Qn(t) =
Rbntc −R

′
bntc√

Rn
, 0 6 t 6 1

}
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сходится по распределению в равномерной метрике в D[0, 1] к центрированному
гауссовскому случайному процессу Q = {Q(t), 0 6 t 6 1} с непрерывными п. н.
траекториями и ковариационной функцией

KQ(s, t) = EQ(s)Q(t) = 2(s+ t)
θ1{s+ t 6 1}+ 21{s+ t > 1} − 2max(sθ, tθ).

Допредельный процесс определяется полностью по эмпирическим данным, а распреде-
ление предельного процесса зависит только от параметра θ. Мы изучаем асимптотику
ряда функционалов от допредельного процесса и их применение к анализу данных.

Исследование поддержано Математическим центром в Академгородке в соответ-
ствии с соглашением № 075-15-2019-1675 c Минобрнауки России.
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University, Novosibirsk State University). Functional Central Limit Theorem for
processes of numbers of nonempty urns in an infinite urn model.

Abstract : We study the joint distribution of two processes of numbers of non-empty
urns in an infinite urn model. The first process counts numbers of non-empty urns in
forward time (from the first ball to the last), the second does it in backward time. We
prove the Functional Central Limit Theorem for the difference of these processes.
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