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Резюме: В 1986 г. Ч.Стейн дал доказательство характеризации распределения
Пуассона. Используя соотношения между начальными моментами, мы даем другое
доказательство этой характеризации.
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В конце 60-х годов Ch. Stein [1] разработал новый способ доказательства центра-
льной предельной теоремы, который стал популярен в последнее время для зависимых
случайных величин, более того, он дает скорость сходимости допредельного и предель-
ного распределений. По-сути, основой его метода была характеризация нормального
распределения.

Теорема 1. Случайная величина Z имеет стандартное нормальное распреде-
ление если и только если

E(f ′(Z))−E(Z ∙ f(Z)) = 0 (1)

для любой непрерывной или кусочно непрерывно дифференцируемой функции f, для
которой ожидания существуют.

L. Chen в [2] расширил метод Стейна на пуассоновское распределение (см. также
[3]): cлучайная величина Z, принимающая значения 0, 1, 2, . . . имеет распределение
Пуассона тогда и только тогда, когда для всякой ограниченной функции f(x), опреде-
ленной на множестве {0, 1, 2, . . .} имеет место равенство

E(λf(Z + 1)) = E(Zf(Z)), λ > 0. (2)

В [4] приведено доказательство этой характеризации, но оно несколько громоздко.
Мы приведем другое доказательство теоремы 2 (как необходимое, так и достаточное
условие), основанное на связи начальных моментов Пуассоновского распределения. За-
метим, что для центральных моментов νr = E ((Z−E (Z))r), где Z имеет распределе-
ние Пуассона с параметром λ, в монографии [5], с. 179 показано, что

νr = λ

r−2∑

j=0

(
r − 1
j

)

νj , r = 2, 3, . . .

Теорема 2. Случайная величина Z ∈ P(λ) (т. е. имеет распределение Пуассо-
на), тогда и только тогда, когда для любой ограниченной функции f : N

⋃
{0} → R,

E (λf(Z + 1))−E (Zf(Z)) = 0, λ > 0.
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Z ∈ P(λ). Тогда

E (λf(Z + 1)) = λe−λ
∞∑

k=0

f(k + 1)
λk

k!
= e−λ

∞∑

j=1

f(j)
λj

(j − 1)!
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= e−λ
∞∑

j=1

j ∙ f(j)
λj

j!
= e−λ

∞∑

j=0

j ∙ f(j)
λj

j!
= E (Zf(Z)).

Пусть теперь равенство (2) имеет место. Возьмем в качестве функций f(x) функ-
ции xr, r = 0, 1, . . . , и рассмотрим сначала биномиальное распределение X ∈ B(n, p) .
Его характеристическая функция равна

ϕ = ϕX(t) = (q + pe
θ)n, q = 1− p, 0 < p < 1, θ = it.

Обозначим μk = E(Xk) — начальный момент порядка k и разложим ϕ в ряд по θ :

ϕ = 1 +
∞∑

j=1

μjθ
j

j!
= (q + peθ)n.

Дифференцируя обе части этого равенства по θ, получим:

∞∑

j=1

μjθ
j−1

(j − 1)!
= np (q + peθ)n−1eθ =

npeθ

q + peθ

∞∑

j=0

μjθ
j

j!
.

Умножая обе части на q + peθ, мы будем иметь:

(q + peθ)
∞∑

j=1

μjθ
j−1

(j − 1)!
= npeθ

∞∑

j=0

μjθ
j

j!
.

Приравнивая коэффициенты при θr, находим следующие выражения для началь-
ного момента (r + 1)− го порядка через такие же моменты более низкого порядка:

μr+1 = np
r∑

j=0

(
r

j

)

μj − p
r−1∑

j=0

(
r

j

)

μj+1. (3)

Далее, согласно определению

μr =
n∑

j=0

jr

(
n

j

)

(1− p)n−jpj .

Дифференцируя по p, имеем

dμr

dp
= −

∑
jr

(
n

j

)

qn−j−1(n− j)pj +
∑
jr+1

(
n

j

)

qn−jpj−1.

Сумма двух слагаемых в правой части равна

1

pq

∑
jr+1

(
n

j

)

qn−jpj =
1

pq
μr+1,

и, следовательно,

μr+1 = npμr + pq
dμr

dp
. (4)

Пусть теперь p → 0 при n → ∞, но так, что np → λ > 0. Если в (3) и (4)
перейти к пределу при n→∞, то получим

μr+1 = E(Z
r+1) = E(Z ∙ Zr) = λ

r∑

j=0

(
r

j

)

μj = λE((Z + 1)
r), (5)
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где μ0 = 1, а величина Z имеет распределение Пуассона с параметром λ и

μr+1 = λ
r∑

j=0

(
r

j

)

μj и μr+1 = λμr + λ
dμr

dλ
.

Тем самым, из соотношения (5) следует, что при f(x) = xr, r = 0, 1, . . . , мы
получаем моменты Пуассоновского распределения с параметром λ и так как усло-
вие Карлемана выполнено, то соответствующий ряд будет иметь ненулевой радиус
сходимости в комплексной плоскости и, таким образом, это будет единственное рас-
пределение.
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