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Резюме: Работа посвящена изучению теоретико-информационных свойств ал-
горитмов опробования элементов произвольного дискретного множества до наступ-
ления «успеха», а также его вероятностной модификации — алгоритма усеченного
опробования [1].

Для указанного типа алгоритмов получены точные формулы информационных
энтропий: Шеннона, Реньи, Цаллиса.
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Основные результаты
Пусть для произвольного n ∈ N задано некоторое конечное множество A =

{w1 . . . wn}, и на его основе построена вероятностная схема (A, p̄) [2] :
(
w1 w2 . . . wn
p1 p2 . . . pn

)

, (1)

где компоненты соответствующего вектора распределения p̄ =
(
p1, p2, . . . , pn

)
, удо-

влетворяют соотношениям

p1 + p2 + ∙ ∙ ∙+ pn = 1 и 1 > p1 > p2 > ∙ ∙ ∙ > pn > 0. (2)

Пусть далее выбирается некоторый произвольный w ∈ A и рассматривается
классическая задача опробования [3, 4] элементов множества A до наступления «успе-
ха», где под «успехом» понимается определение элемента w.

Через H(k) обозначим среднее количество информации, полученное о вероят-
ностной схеме (1) на k-м шаге алгоритма опробования до «успеха», а через H̄(k) —
среднее количество информации, полученное за k последовательных шагов.

Для произвольного l ∈ {1, . . . , n} положим πl =
∑l
i=1 pi, π0 = 0.

Рассмотрим процедуру опробования, представляющую собой схему Бернулли с
вероятностью успеха 0 < πl 6 1, где каждое отдельное испытание заключается в
реализации алгоритма усеченного опробования случайного элемента w ∈ A с надеж-
ностью πl.

Далее через τl обозначим случайную величину, равную среднему количеству
информации, полученной при реализации указанной процедуры.

Утверждение. Пусть n ∈ N и на множестве A задано распределение (2).
Тогда для произвольного фиксированного l ∈ {1, . . . , n} справедливо

Eτl =
l∑

k=1

1− πk−1
πl

H

(
pk

πl − πk−1
, 1−

pk
πl − πk−1

)

, (3)

где H — символ произвольной информационной энтропии.
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим через k число шагов описанной процеду-
ры до первого определения искомого элемента w с использованием алгоритма усечен-
ного опробования с надежностью πl. Тогда случайная величина k имеет геометриче-
ское распределение с параметром πl :

P{k = t} = (1− πl)
t πl, t = 0, 1, 2, . . .

и при этом

Ek =
1− πl
πl
.

Для каждого отдельного испытания, в котором w не попал в число первых l
опробуемых элементов, полученное среднее количество информации составляет H̄ l(k),
в противном случае — Eξl.

Следовательно,

Eτl = H̄l
(l)Ek +Eξl =

1− πl
πl

l∑

k=1

H

(
pk

πl − πk−1
, 1−

pk
πl − πk−1

)

+
l∑

k=1

(

1−
πk−1
πl

)

H

(
pk

πl − πk−1
, 1−

pk
πl − πk−1

)

=
l∑

k=1

1− πk−1
πl

H

(
pk

πl − πk−1
, 1−

pk
πl − πk−1

)

.

Утверждение доказано. �
Следствие 1. Пусть n ∈ N и на множестве A задано равновероятное рас-

пределение. Тогда в терминах информации Шеннона для произвольного фиксирован-
ного l ∈ {1, . . . , n} справедливо

Eτ
(Sh)
l =

n− l
l

(
l∑

i=2

log2 i−
l−1∑

i=2

i

i+ 1
log2 i

)

+ log2 l.

Следствие 2. Пусть n ∈ N и на множестве A задано равновероятное рас-
пределение. Тогда в терминах информации Реньи для произвольного фиксированного
l ∈ {1, . . . , n} справедливо

Eτ
(R)
l =

1

1− a

l−1∑

i=0

n− i
l
(log2 (1 + (l − i− 1)

a)− a log2(l − i)) .

Следствие 3. Пусть n ∈ N и на множестве A задано равновероятное рас-
пределение. Тогда в терминах информации Цаллиса для произвольного фиксирован-
ного l ∈ {1, . . . , n} справедливо

Eτ
(Ts)
l =

k

q − 1

l−1∑

i=0

n− i
l

(

1−
1 + (l − i− 1)q

(l − i)q

)

.

Для равновероятного распределения на исходном алфавите A имеет место сле-
дующая зависимость: если значения параметров a и q в формулах для Eτ (R)l и

Eτ
(Ts)
l в окрестности единицы, максимум информации приходится на начальные эта-

пы проведения процедуры опробования. С увеличением указанных значений или при
приближении от единицы к нулю количество информации начинает «распределять-
ся» по всем шагам процедуры. Указанная зависимость согласовывается с работой [1]
поскольку энтропия Реньи приближается к энтропии Шеннона при a→ 1.
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Рис. 1. Зависимость среднего количества информации от мощности алфавита при равноверо-

ятном распределении и q, находящимся в окрестности единицы

Рис. 2. Зависимость среднего количества информации от мощности алфавита при равноверо-

ятном распределении и больших q, а также при q, стремящемся от единицы к нулю
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as well as its probabilistic modification – the truncated testing algorithm.
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