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Если дифференциальное уравнение с частными производными

Lu(x, t) = 0 (1)

инвариантно относительно группы инфинитезимальных преобразований

x′ = x+ aξ(x, t, u) + o(a2),

t′ = t+ aμ(x, t, u) + o(a2), (2)

u′ = u+ aω(x, t, u) + o(a2),

то оно допускает инвариантные замены переменных

u(x, t = F (x, t, η, f(η)), (3)

где
η = η(x, t) (4)

— криволинейная координата, подлежащая определению из системы уравнений

dx

ξ(x, t, u)
=

dt

μ(x, t, u)
=

du

ω(x, t, u)
(5)

Инвариантные замены переменных (3) позволяют свести анализ уравнения с
частными производными (1) к исследованию обыкновенного дифференциального урав-
нения относительно функции

f = f(η); η = μ(x, t). (6)

Выделение класса фронтовых решений

u(x, t) = F (η); η = η(x, t) (7)

осуществляется путем учета дополнительного условия

ω(x, t, u) = 0. (8)

При этом можно определить закон движения ненулевой поверхности уровня

u(x, t) = u0 = const 6= 0 (9)

в виде
x = x(t; η0), (10)
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что особенно важно при анализе тепловых и диффузионных задач.
Так для плоского линейного уравнения теплопроводности (диффузии)

ut = uxx, (11)

инфинитезимальные координаты которого имеют вид

ξ(x, t) = α1 + α3x+ α5xt+ α6t;

μ(t) = α2 + 2α3t+ α5t
2; (12)

ω(x, t, u) = u
[
α4 −

1

2
α6x−

1

4
α5(x

2 + 2t)
]

допустимы шесть классов инвариантных замен переменных

u(x, t) = Φi(x, t)Fi(ηi); ηi = ηi(x, t); t = 1, 6, (13)

из которых можно выделить только два типа фронтовых решений:
— бегущую волну стационарной формы (v = const )

η1(x, t) = x− x− vt (14)

— автомодельное решение

η2(x, t) =
x
√
t
. (15)
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