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Рассматривается однородный во времени марковский процесс ξ(t) = (ξ1(t), ξ2(t)),
t ∈ [0,∞), на множестве состояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, пе-

реходные вероятности P
(α1,α2)

(β1,β2)
(t) = P{ξ(t) = (β1, β2) | ξ(0) = (α1, α2)} ко-

торого при t → 0+ представимы в виде P
(α1,α2)

(α1+1,α2−1)
(t) = pα1α2λt + o(t),

P
(α1,α2)

(α1−1,α2+1)
(t) = qα1α2λt + o(t), P

(α1,α2)

(α1,α2)
(t) = 1 − α1α2λt + o(t) ( p > 0, q > 0,

p + q = 1 ; λ > 0 ). Экспоненциальная производящая функция переходных вероятно-
стей F(t; z1, z2; s1, s2) =

∑∞
α1,α2=0

zα11 z
α2
2 /(α1!α2!)F(α1,α2)(t; s1, s2), F(α1,α2)(t; s1, s2) =∑∞
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P
(α1,α2)

(β1,β2)
(t)sβ11 s

β2
2 , |s1| 6 1, |s2| 6 1, удовлетворяет первому и второму урав-

нениям Колмогорова
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(
p
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−
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,
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2
2 − s1s2)
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, (1)

с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 . Далее p = q = 1/2.
Решение системы линейных дифференциальных уравнений в частных производ-

ных (1) ищем в виде ряда с разделенными переменными

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2 C̃α1α2(z1, z2)Cα1α2(s1, s2)e
−λα1α2 t. (2)

Подставляя ряд (2) в уравнения (1), получаем уравнения второго порядка
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λ
(1
2
s21 +

1

2
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)∂2Cα1α2
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+ λα1α2Cα1α2 = 0; α1, α2 = 0, 1, . . .

Так как процесс ξ(t) на множестве L = {(0, α1+α2), (1, α1+α2− 1), . . . , (α1+α2, 0)},
то имеет место краевое условие «решение есть многочлен», что возможно для последо-
вательности «собственных значений» λα1α2 = λα1(α1+1)/2. «Собственные функции»

C̃α1α2(z1, z2) = z
α1
1 z2(z1 + z2)

α2
2F1(−α1, 1− α1; 2;−z2/z1);
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α2
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2F1(−α2, α1 + 1;−α1 − α2; s1/s2),
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где 2F1(a, b; c;x) — гипергеометрическая функция. Получаем

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2z
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При начальном условии t = 0 имеем
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Для определения коэффициентов Aα1α2 сравниваем это выражение с разложением
экспоненты, устанавливаемое с помощью формул суммирования 6.8.1.12 ( p = 1, r = 0,
q = 1, s = 0 ), 6.8.4.1 ( p = 0, r = 1, q = 1, s = 0 ; a = 2, b = 1, c = 1 ; β = 1 ) [4]
для гипергеометрических многочленов,
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Теорема. Производящая функция переходных вероятностей равна
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(3)

Ряд (3) получен с целью его суммирования и вывода обобщенного свойства ве-
твления для переходных вероятностей [1]. Изложенный метод подлежит переносу на
не критический случай T1 + T2 → 2T1, 2T2, p 6= q [3] и другой процесс рождения и
гибели квадратичного типа на множестве L, T1+T2 → 2T2 ; T1 → T2 (эпидемия SIS).
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