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Резюме: Предложена новая конструкция бент-функций, обобщающая семейство
бент-функций Майораны-Мак-Фарланда, в рамках которой получены оценки числа
порождаемых бент-функций.
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Введение. Задачи описания общего вида бент-функций, зависящих от произ-
вольного числа переменных n ∈ N, и оценки их числа являются вичислительно
сложными и в настоящее время остаются нерешенными. Так, например, число бент-
функций от n = 2, 4, 6, 8 переменных составляет

8, 896, 5425430528 ' 232,3, 29 × 193887869660028067003488010240 ' 2106,29

соответственно, а уже при n > 10 (с учетом такой скорости роста значения мощности)
имеют место только очень грубые оценки [?].

Так, наибольшим по мощности считается семейство бент-функций Майораны-

Мак-Фарланда [?], содержащее 2n/2! ∙ 22
n/2

функций. При этом при n→∞ справед-
лива асимптотическая эквивалентность

log2

(
2n/2! ∙ 22

n/2
)
∼
n

2
∙ 2n/2.

Следует отметить, что добавление аффинно эквивалентных функций увеличивает
мощность класса, но не влияет на асимптотику логарифма.

В настоящей работе предлагается новая конструкция бент-функций и делаются
оценки числа порождаемых этой конструкцией бент-функций в зависимости от выбора
вспомогательного параметра.

О п р е д е л е н и е 1. Преобразованием Уолша булевой функции f : Fn2 → F2
называется целочисленная функция Wf (u) =

∑

x∈Fn2

(−1)f(x)+〈u,x〉 , где 〈u, x〉 = u1x1 +

∙ ∙ ∙+ unxn — скалярное произведение векторов u, x ∈ Fn2 .
Для каждого u ∈ Fn2 значение Wf (u) называется коэффициентом Уолша или

спектральным коэффициентом.
Множество {Wf (u) , u ∈ Fn2 } всех 2

n коэффициентов Уолша называются спек-
тром функции f : Fn2 → F2.

О п р е д е л е н и е 2. Булева функция называется бент-функцией, если ее ко-
эффициенты Уолша на всех наборах равны ±2n/2.

Бент-функции существуют для всех четных n. Бент-функция — это функция
с максимально возможной нелинейностью 2n−1 − 2(n/2)−1 среди всех функций от n
переменных для четного n.
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О п р е д е л е н и е 3. Булева функция f : Fn2 → F2 называется платовидной,
если ее коэффициенты Уолша принимают ровно три возможных значения: 0 и ±2c

для некоторого c ∈
[
n
2
, n
]
.

1. Описание конструкции (K). Рассмотрим Fn2 — линейное n -мерное век-
торное пространство над F2, n ∈ N.

Пусть далее n = n1+n2, n1 6 n2, где n1 и n2 — целые неотрицательные числа
одной четности. Рассмотрим разложение n -местной булевой функции f : Fn2 → F2 по
первым n1 переменным:

f (x1, . . . , xn) =
⊕

(σ1,...,σn1)∈F
n1
2

((
n1∏

i=1

(xi ∼ σi)

)

f(σ1, . . . , σn1 , xn1+1, . . . , xn1+n2)

)

= x1 ∙ . . . ∙ xn1−1xn1f1(x)⊕ x1 ∙ . . . ∙ xn1−1xn1f2(x)

⊕ x1 ∙ . . . ∙ xn1−1xn1f3(x)⊕ x1 ∙ . . . ∙ xn1−1xn1f2n1 (x),

где fi = f
(
α
(i)
1 , . . . , α

(i)
n1 , xn1+1, . . . , xn

)
, а

(
α
(i)
1 , . . . , α

(i)
n1

)
совпадает с i -м набором

(σ1, . . . , σn1) в упорядоченном в лексикографическом порядке множестве всех двоичных
наборов длины n1.

Пространство Fn22 от правых n2 переменных разбиваем на 2n1 классов смеж-
ности линейных подпространств размерности n2−n1 каждый. Пусть Ci — i -й класс
смежности в разбиении, Ci ⊆ F

n2
2 . Класс Ci объявляется носителем спектра своей

платовидной подфункции fi.
Подфункция fi задается следующим образом: к произвольной бент-функции gi

от n2 − n1 переменных добавим n1 фиктивных переменных и осуществим аффинное
преобразование спектра Fn22 → F

n2
2 так, чтобы носитель спектра функции gi перешел

в Ci (подробнее об аффинных преобразованиях носителя спектра см. §2 в [?]).
Теорема 1. Конструкция K задает бент-функцию.
Из указанного выше описания конструкции K вытекает следующий результат.
Теорема 2. Пусть n ∈ N — четно. Тогда для произвольного n1 6 n

2
число L

бент-функций от n переменных, порожденных конструкцией K, составляет

L = (bn2−n1)
2n1 ∙Nn2−n1n2 , (1)

где n2 = n−n1, bn2−n1 — число бент-функций от n2−n1 переменных, N
n2−n1
n2 —

число упорядоченных разбиений Fn22 на 2n1 классов смежности линейных подпро-
странств размерности n2 − n1.

Замечание 1. Семейство функций Майораны-Мак-Фарланда представляет со-
бой частный случай конструкции K при n1 = n2 = n

2
. Действительно, b0 = 2, а

N0n/2 = 2
n/2! Отсюда

L = 22
n/2

∙ 2n/2! и log2 L ∼
n

2
∙ 2n/2.

Величина n
2
∙2n/2 является ориентиром для дальнейшего исследования: если при

некотором параметре n1 получится верхняя оценка на log2 L асимптотически мень-
ше, чем n

2
∙ 2n/2, то этот случай можно считать неинтересным в силу малого числа

порождаемых бент-функций.
Логарифмируя (1), получаем:

log2 L = 2
n1 log2 bn2−n1 + log2N

n2−n1
n2 . (2)

Теорема 3. Пусть n ∈ N. Тогда при произвольных n1, n2 : n1 6 n2, n1+n2 = n
для числа Nn2−n1n2 упорядоченных разбиений Fn22 на 2n1 классов смежности линей-
ных подпространств размерности n2 − n1 справедливо неравенство

log2N
n2−n1
n2 < (n1 + 1) (n2 − n1 + 1) 2

n1 . (3)
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Замечание 2. Из (3) следует, что если n1 недостаточно близко к n
2
, то

log2N
n2−n1
n2 = o

(
n
2
∙ 2n/2

)
. Кроме того, если n1 6 n

2
− 3, то log2N

n2−n1
n2 < n

2
∙ 2n/2.
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