
ОБОЗРЕНИЕ
ПРИКЛАДНОЙ И ПРОМЫШЛЕННОЙ

Том 27 МАТЕМАТИКИ Выпу с к 1

2020

А. В. К а л и н к и н, С. С. Д о м а ш е н к о (Москва, МГТУ им. Н.Э.
Баумана). О спектральных функциях уравнений марковского процесса эпи-
демии T1 +T2 → 2T1; T1 → 0 .

УДК 519.21
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Рассматривается однородный во времени марковский процесс (ξ1(t), ξ2(t)) , t ∈
[0,∞), на множестве состояний N2 = {(α1, α2), α1, α2 = 0, 1, . . .}, переходные вероят-
ности P (α1,α2)(β1,β2)

(t) = P{ξ(t) = (β1, β2) | ξ(0) = (α1, α2)} которого при t→ 0+ предста-

вимы в виде P (α1,α2)(α1+1,α2−1)
(t) = α1α2t+ o (t), P

(α1,α2)

(α1−1,α2)
(t) = λα1t+ o (t), P

(α1,α2)

(α1,α2)
(t) =

1 − (α1α2 + λα1)t + o (t) (λ > 0) . Экспоненциальная производящая функция пе-
реходных вероятностей F(t; z1, z2; s1, s2) =

∑∞
α1,α2=0

zα11 z
α2
2 /(α1!α2!)F(α1,α2)(t; s1, s2),

F(α1,α2)(t; s1, s2) =
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P
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(t)sβ11 s

β2
2 , |s1| 6 1, |s2| 6 1, удовлетворяет пер-

вому и второму уравнениям Колмогорова [1]
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с начальным условием F(0; z1, z2; s1, s2) = ez1s1+z2s2 . Решение системы линейных
уравнений в частных производных имеет вид спектрального ряда

F(t; z1, z2; s1, s2) =
∞∑

α1,α2=0

Aα1α2 C̃α1α2(z1, z2)Cα1α2(s1, s2)e
−(α1α2+λα1)t. (1)

Подставляя ряд в уравнения системы, получаем уравнения, α1, α2 = 0, 1, . . . ,
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+ (α1α2 + λα1)C̃α1α2(z1, z2) = 0;
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Теорема 1. Cобственная функция имеет вид, α1, α2 = 1, 2, . . . ,
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α1+α2−1
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+ . . . ,

fα1−1(v), . . . , fα1+k(v), . . . многочлены степени α1−1, . . . , α1+k, . . . удовлетворяют
цепочке обыкновенных дифференциальных уравнений, k = −1, 0, 1, . . . ,

(v2 + v)f ′′α1+k(v) + (2− (α1 + α2 + k − 2 + λ)v)f
′
α1+k(v)

+ (α1α2 − α1 − α2 − k + λ(α1 − 1))fα1+k(v) + λvfα1+k−1(v) = 0; fα1−2(v) = 0.
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Теорема 2. Cобственная функция имеет вид, α1, α2 = 1, 2, . . . ,
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fα1+α2(w), . . . , fα2(w) многочлены степени α2, fα2−1(w), . . . , f1(w) многочлены сте-
пеней α2− 1, . . . , 1 и f0(w) = f0 — константа, удовлетворяют цепочке обыкновен-
ных дифференциальных уравнений, k = 0, 1, . . . , α1 + α2,

(w2 − w)f ′′α1+α2−k(w) + (α1 + α2 − k − 1 + (k + 1− α1 − α2 + λ)w)f
′
α1+α2−k(w)

+ (α1α2 − λ(α2 − k))fα1+α2−k(w)

− λwf ′α1+α2−k+1(w) + λ(α1 + α2 − k + 1)fα1+α2−k+1(w) = 0; fα1+α2+1(w) = 0.

Исследование слагаемых спектрального ряда (1), соответствующих слагаемым с
α1 = 0 или α2 = 0, представляет собой отдельную задачу.

Для марковского процесса эпидемии [1] известные решения ([2], [3] и др.) второ-
го уравнения Колмогорова имеют труднообозримый громоздкий вид. Данные в тео-
реме 1 и теореме 2 цепочки обыкновенных дифференциальных уравнений решаются
при начальных значениях параметра k : fα1−1(v) = 2F1(1 − α1,−α2 + 1 − λ; 2;−v),
fα1+α2(w) = 2F1(−α2,−α1+λ;−α1−α2+1;w), 2F1(a, b; c;x) — гипергеометрическая
функция; последующие многочлены выражаются как интегралы, близкие к гипергео-
метрическому типу [4]. Предположительно, замкнутые и компактные представления
для собственных функций C̃α1α2(z1, z2), Cα1α2(s1, s2) есть интегралы от гипергеоме-
трической функции двух аргументов [4].
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