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Резюме: Введена энтропия взаимосвязи двух случайных векторов, количествен-
но характеризующая тесноту их корреляционной взаимосвязи. Показана связь между
дифференциальной энтропией и корреляционным анализом.
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В настоящее время достаточно распространено использование энтропии для опи-
сания поведения открытых стохастических систем в различных областях. Общим в
этих работах является использование введенной К.Шенноном информационной энтро-
пии [1]

H(S) =
L∑

i=1

p i ln p i, (1)

где p1, . . . , pL — вероятности того, что система S находится в одном из конечного
числа L соответствующих состояний D i ∈D , i=1, 2, . . . , L, т. е.

p i = P
{
S ∈D i

}
,

L

∪
i=1
D i = D, D i ∩D j = ∅, i 6= j, i, j=1, 2, . . . , L.

Согласно (1) модель системы представляется как функция от множества D ее со-
стояний. Однако использование информационной энтропии в качестве модели такой
системы имеет существенные недостатки [2].

1. Требуется оценить вероятности p i. Это требует больших выборок, для неко-
торых состояний статистику получить практически невозможно.

2. Реальные системы обычно являются непрерывными.
3. Некоторые состояния систем заранее могут быть вообще не известны.
4. Затруднено моделирование взаимосвязей между элементами многомерных си-
стем.

5. Не учитывается изменение дисперсии.
6. Адекватные модели разработаны только для частных задач.

Более адекватным подходом к описанию систем является использование модели
«черного ящика», когда система определяется ее входами X = (X1, . . . , Xn) и выхода-
ми Y = (Y1, . . . , Ym), т. е. S = S(X,Y). Поэтому вместо информационной энтропии
воспользуемся дифференциальной энтропией [1]

H(Y) = −
∫ +∞

−∞
∙ ∙ ∙
∫ +∞

−∞
pY(x1, . . . , xm) ln pY(x1, . . . , xm) dx1 ∙ ∙ ∙ dxm,

где pY(x1, . . . , xm) — плотность распределения случайного вектора Y.
В [2] доказано, что если все компоненты Y i имеют дисперсии σ

2
Y i
, то дифферен-

циальная энтропия H(Y) случайного вектора Y равна

H(Y) =
m∑

i=1

lnσY
i
+

m∑

i=1

κ i +
1

2

m∑

k=2

ln
(
1−R2Y

k
|Y1Y2 ...Yk−1

)
, (2)
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где

κ i = H
( Y i
σY i

)
= H(Ŷ i) =

∫ +∞

−∞
p
Ŷ i
(x) ln p

Ŷ i
(x) dx

— энтропийный показатель типа закона распределения случайной величины Y i ;
R2Y

k
|Y1Y2 ...Yk−1

— индексы детерминации регрессионных зависимостей, k=2, 3, . . . ,m.

Первые два слагаемых

H(Y)V =
m∑

i=1

ln σY
i
+

m∑

i=1

κ i

названы энтропией хаотичности, а третье

H(Y)R =
1

2

m∑

k=2

ln
(
1−R2Y

k
|Y1Y2 ...Yk−1

)

— энтропией самоорганизации.
Если Y ◦ — гауссовский случайный вектор, то

H(Y ◦)V =
m∑

i=1

lnσY
i
+m ln

√
2πe, H(Y ◦)R =

1

2
ln |R|, (3)

где R = {ρ
Y ◦
i
Y ◦
j
}m×m — корреляционная матрица.

Вид формул (2) и (3) говорит о наличии взаимосвязи между дифференциальной
энтропией и корреляционным анализом.

О п р е д е л е н и е. Пусть заданы два непрерывных случайных вектора

X = (X1, . . . , Xn), Y = (Y1, . . . , Ym), n > 1, m > 1.

Определим энтропию взаимосвязи между X и Y как

H(X ∩Y) = H(X) +H(Y)−H(Z) = H(X)R +H(Y)R −H(Z)R > 0,

где Z = X ∪Y = (X1, . . . , Xn, Y1, . . . , Ym) .

Нетрудно заметить, что:

1) H(X ∩Y) = 0 при взаимной независимости случайных векторов X и Y;
2) чем выше теснота корреляционной взаимосвязи между X и Y, тем больше

значение H(X ∩Y);
3) H(X ∩ Y) = +∞ при наличии строгой функциональной взаимосвязи между

хотя бы двумя компонентами у векторов X и Y.

Теорема. Пусть у всех компонент векторов X и Y существуют дисперсии.
Тогда

H(X ∩Y) = −
1

2
ln
(
1−de(X,Y)

)
,

где

de(X,Y) = 1−
1− de(Z)

(1− de(X))(1− de(Y))

— коэффициент тесноты корреляционной взаимозависимости между X и Y,

de(X) = 1−
n∏

k=2

(
1−R2X

k
|X1X2 ...Xk−1

)

de(Y), de(Z) — коэффициенты тесноты совместной корреляционной связи в слу-
чайных векторах X, Y, Z [3].
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Отметим, что коэффициент de(X,Y), в отличие от метода канонических корре-
ляций [4], позволяет однозначно оценивать тесноту взаимозависимости между случай-
ными векторами.

Следствие 1. Пусть U и V — непрерывные случайные величины, у которых
существуют дисперсии. Тогда энтропия взаимосвязи между U и V равна

H(U ∩ V ) = −
1

2
ln
(
1−R2V |U

)
= −

1

2
ln
(
1−R2U |V

)
,

а между X и U —

H(X ∩ U) = 1−
1−de(X ∪ U)
1−de(X)

,

где RU |V RV |U — теоретические корреляционные отношения между U и V.
Следствие 2. Если X◦ и Y ◦ — гауссовские случайные векторы, то

H(X◦ ∩Y ◦) = −
1

2
ln
|RX◦∪Y◦ |

|RX◦ | |RY◦ |
,

H(X ◦i ∩ Y
◦
j ) = −

1

2
ln
(
1− ρ2X◦

i
Y ◦
j

)
.

Следствие 3. Пусть имеется уравнение регрессии

Y k(X) =
n∑

i=1

akiX i

и пусть cov (X i, Xj) = 0 при любых i 6= j . Тогда

ρ2Y
k
X
i
= exp

{
− 2H(Yk ∩X i)

}
,

aki = exp
{
H(Yk)−H(X i)−H(Yk ∩X i)

}
,

где

H(Yk) = ln
(
σY

k

√
2πe), H(X i

)
= ln

(
σX

i

√
2πe

)
.
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TyrsinA.N. (Yekaterinburg, Russia, Ural Federal University). Relationship’s
entropy as a quantitative assessment of the correlation’s tightness between
two random vectors.

Abstract : Relationship’s entropy of the between two random vectors is introduced.
It quantifies the closeness of their correlation relationship. The relationship between
differential entropy and correlation analysis is shown.

Keywords: relationship’s entropy, correlation, model, random vector.


