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1. Введение

Предметом нашего исследования будут основанные на правдоподо-
бии статистические выводы для некоторого класса нестационарных вре-
менных рядов. Чтобы оправдать интерес к этой теме, мы рассмотрим
несколько простых экономических приложений и покажем, как анализ
статистической модели помогает лучше понять суть явления в экономи-
ке. В этом разделе вводятся основные понятия интегрированных пере-
менных, коинтеграции и общих трендов и на материале примеров обсу-
ждаются определения моделей и процессов в терминах общих трендов в
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представлениях посредством скользящих средних и в терминах неравно-
весных ошибок авторегрессионной модели в варианте модели с коррек-
цией ошибок.

Понятие коинтеграции стало одним из важнейших в эконометрике

временных рядов, начиная с работ [14], [9]. В многочисленных публи-
кациях по эконометрике это понятие нашло широкие применения к ана-
лизу экономических данных. Специальные выпуски журналов «Oxford
Bulletin of Economics and Statistics», 1992, v. 54, } 3, и «Journal of Pol-
icy Modelling», 1992, v. 14, } 3, 4, содержат большое количество работ,
где даны применения и дальнейшие разработки этого метода. Важные
для развития этой темы работы представлены в сборнике [10]; см. так-
же [16]. Изложение основных понятий, относящихся к коинтеграции,
можно найти во многих текстах учебного характера: см., например, [8],
[28], [15]. Книга [4] представляет собой систематическое изложение этого
круга вопросов.

В книге [23] дается подробный обзор различных моделей коинте-
грации, которые можно определить как подмодели векторной авторе-
грессионной модели. Обсуждаются математические свойства процессов,
порождаемых моделями, и вопросы их интерпретации. Наконец, в кни-
ге проведен статистический анализ моделей, основанный на гауссовской
функции правдоподобия и соответствующей асимптотической теории.
Данная работа представляет собой краткое изложение методов и резуль-
татов [23].

В этом разделе мы введем основные определения и обсудим ключе-
вые понятия. Начнем мы с того, что определим класс стационарных и
нестационарных процессов, который мы собираемся исследовать. Пусть
εt — бесконечная в обе стороны последовательность независимых одина-
ково распределенных (н. о.р.) p-мерных случайных величин, имеющих
нулевое среднее и конечную дисперсию. По ним строится линейный эр-
годический процесс Yt =

∑∞
i=0 Ciεt−i, где матрицы коэффициентов Ci

экспоненциально убывают, так что ряд сходится почти наверное. Отсю-
да следует, что степенной ряд

C(z) =
∞∑

i=0

Ciz
i

сходится для |z| < 1 + δ при некотором δ > 0. Для анализа функции

правдоподобия нам потребуется дополнительное предположение о том,
что ε распределены нормально. Однако для асимптотического анализа
это предположение излишне, и нам нужно только, чтобы выполнялись
условия центральной предельной теоремы, в результате чего получается
сходимость к некоторому стохастическому интегралу (раздел 7). Теперь
мы введем классы процессов I(0) и I(1). Цель состоит в том, чтобы
определить класс нестационарных процессов I(1), которые становятся
стационарными после перехода к разностям, и класс стационарных про-
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цессов I(0), которые становятся нестационарными после суммирования.
Тем самым имитируется взаимосвязь между случайным блужданием и

его приращениями.
О п р е д е л е н и е 1. Линейный p-мерный процесс

Yt =
∞∑

i=0

Ciεt−i

называется интегрированным порядка 0, или класса I(0), если∑∞
i=0 Ci 6= 0.
П р и м е р 1. Рассмотрим стационарный одномерный авторегрес-

сионный процесс Yt = ρYt−1 + εt с |ρ| < 1. Процесс, очевидно, является
линейным, так как Yt =

∑∞
i=0 ρiεt−i, а из

∑∞
i=0 Ci = (1− ρ)−1 6= 0 следу-

ет, что он принадлежит классу I(0). Смысл последнего условия в том,
что накопленные Yt имеют вид

t∑
i=1

Yi =
( ∞∑

i=0

ρi

) t∑
i=1

εi −
ρ

1− ρ

∞∑
i=0

ρi (εt−i − ε−i),

и условие
∑∞

i=0 ρi 6= 0 гарантирует нестационарность накопленного про-
цесса.

При этом, однако, процесс Xt = ∆Yt = Yt −Yt−1 оказывается стаци-
онарным, но не принадлежит классу I(0), поскольку сумма коэффициен-
тов не равна нулю. Просуммировав этот процесс, получим

t∑
i=1

Xi =
t∑

i=1

∆Yi = Yt − Y0,

т. е. нестационарный, но асимптотически стационарный процесс. Тре-
буя выполнения условия, чтобы сумма коэффициентов линейного про-
цесса была отлична от нуля, мы гарантируем, что его накопленные зна-
чения имеют интересующий нас тип нестационарности.

В то же время процесс, составленный из компонент Yt и ∆Yt, есть
I(0)-процесс, так как сумма его матриц коэффициентов не равна нулю.

С помощью понятия I(0)-процесса мы теперь введем понятие, явля-
ющееся основным в анализе коинтеграции: интегрирование порядка 1,
или класса I(1)-процесс.

О п р е д е л е н и е 2. p-мерный случайный процесс Xt называет-
ся интегрированным порядка 1, или, класса I(1), если ∆Xt есть I(0)-
процесс.

Простейший пример I(1)-процесса — случайное блуждание. Кроме
того, любой процесс вида

Xt = C
t∑

i=1

εi +
∞∑

i=0

Ciεt−i
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является I(1)-процессом, по крайней мере, при C 6= 0. Заметьте, что
I(1)-процесс нестационарен, но эта нестационарность пропадает после
взятия разностей.

П р и м е р 2. Рассмотрим трехмерный процесс

X1t =
t∑

i=1

ε1i + ε2t,

X2t = 1
2

t∑
i=1

ε1i + ε3t, t = 0, 1, . . . , T,

X3t = ε4t.

Ясно, что Xt нестационарен, а ∆Xt стационарен и принадлежит классу

I(0). Следовательно, Xt есть I(1)-процесс, который делается стационар-
ным при взятии разностей. Ясно также, что X1t − 2X2t стационарен, и
мы говорим, что Xt коинтегрирован с вектором коинтеграции (1,−2, 0),
а процесс

∑t
i=1 ε1i называется общим стохастическим трендом. Таким

образом, стационарность может быть получена как в результате взятия
разностей, так и при взятии определенной линейной комбинации.

Рассмотренный пример делает ясным следующее определение коин-
теграции.

О п р е д е л е н и е 3. Если процесс Xt — интегрированный по-
рядка 1 и линейная комбинация β′Xt, β 6= 0, при некотором β′X0 будет

стационарной, то Xt называется коинтегрированным процессом, а β —
коинтегрирующим вектором. Максимальное число линейно независи-
мых коинтегрирующих векторов называется рангом коинтеграции, а
подпространство, ими порожденное, — пространством коинтеграции.

Определение I(1) было дано в терминах разностей, и при этом ни-
чего не говорилось об уровнях процесса. Поэтому нужно ожидать, что,
вообще говоря, ничего нельзя будет сказать относительно линейных ком-
бинаций уровней β′Xt. Так, если процесс, описанный в примере 2,
стартует с начальных значений X10, X20, X30, то линейная комбинация
X1t − 2X2t будет стационарной только в том случае, если ее начальное
значение X10 − 2X20 имеет инвариантное распределение.

Аналогичное замечание имеет место и для процесса из примера 1,
определенного как Yt = ρYt−1 + εt, t = 1, . . . , T. Здесь Yt является функ-
цией Y0 и ε:

Yt = ρtY0 +
t−1∑
i=0

ρiεt−i.

Этот процесс будет стационарным, если мы возьмем Y0 с подходящим

начальным распределением, а именно, N (0, σ2/(1− ρ2)).
Заметьте, что определение I(1)-процесса инвариантно относитель-

но неособых линейных преобразований в том смысле, что если Xt есть
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I(1)-процесс и A — матрица полного ранга, то AXt также принадле-
жит I(1). Если β — коинтегрирующий вектор для Xt, то A−1′β будет
коинтегрирующим вектором для AXt.

В основе понятия коинтеграции лежит идея о том, что в некоторых
случаях отсутствие стационарности у многомерного процесса вызывает-
ся общим стохастическим трендом, который может быть устранен пу-
тем взятия определенной линейной комбинации компонент процесса, в
результате чего эта линейная комбинация будет стационарной.

В экономике и других приложениях статистики авторегрессионные

процессы давно применяются для описания стационарных явлений, и
идея описывать процесс, исходя из предшествующих значений, оказа-
лась плодотворной для составления прогнозов. Если же мы хотим вы-
явить связи между значениями переменных, относящимися к одному и
тому же моменту времени, с целью понять взаимодействие экономиче-
ских факторов, то мы получим гораздо больше информации, если будем
сопоставлять значения той или иной переменной с одновременными ей

значениями других переменных, а не с ее же прошлыми значениями.
Можно сказать так: если нас интересуют соотношения между разными
переменными, то следует рассматривать линейные комбинации значе-
ний, относящихся к одному моменту времени; если же нас интересует
динамика эволюции переменных, то мы должны исследовать зависимо-
сти от прошлых значений.

Причина популярности понятия коинтеграции в эконометрике за-
ключается в том, что, следуя традиции Комиссии Коулса, классические
макроэкономические модели часто формулируются в виде линейных со-
отношений между одновременными значениями переменных. Несмотря
на то, что многие (может быть, даже большинство) экономические пере-
менные нестационарны, теория таких уравнений была разработана для
стационарных процессов. Если мы считаем классические соотношения
в экономике устойчивыми, то легко представить себе, что эти соотно-
шения могут быть стационарными, даже если сами переменные неста-
ционарны. Коинтеграция представляет собой математическую форму-
лировку этого явления.

Следующей темой, которую мы обсудим в рамках авторегрессион-
ных моделей, будут так называемые модели коррекции ошибок. Это

понятие восходит к работе [34], где для построения моделей непрерыв-
ного времени использовались идеи из инженерной науки, и к [41], где те
же идеи применены для построения моделей с данными, дискретными во
времени. Вот простейший пример такой модели, который, тем не менее,
иллюстрирует все ее главные свойства.

П р и м е р 3. Определим процессы посредством авторегрессион-
ной модели:

∆X1t = − α1(X1,t−1 − 2X2,t−1) + ε1t,

∆X2t = ε1t,
t = 1, . . . , T.



832 Йохансен С.

Это стохастическое разностное уравнение моделирует изменение X1t в

момент времени t как реакцию, с коэффициентом пропорциональности
α1, на неравновесную ошибку X1 − 2X2 в момент времени t − 1. Легко
заметить, что при 0 < α1 < 2 процесс Xt получается нестационарным,
но ∆Xt принадлежит классу I(0), и что X1t−2X2t будет стационарным,
если начальное значение X10 − 2X20 выбрано правильно.

Мы можем разрешить уравнения, выразив Xt как функцию началь-
ного значения X0 и возмущений ε1, . . . , εT , и, поскольку X1t − 2X2t есть

авторегрессионный процесс порядка 1, получим следующее представле-
ние:

X1t − 2X2t =
t−1∑
i=0

(1− α1)i(ε1 − 2ε2)t−i + (1− α1)t(X10 − 2X20)

=
∞∑

i=0

(1− α1)i(ε1 − 2ε2)t−i

при условии, что начальное значение имеет инвариантное распределе-
ние, выраженное через прошлые значения ε. Отсюда следует:

X1t = 2
t∑

i=1

ε2i +
∞∑

i=0

(1− α1)i(ε1 − 2ε2)t−i + 2X20,

X2t =
t∑

i=1

ε2i + X20.

Таким образом, Xt есть нестационарная I(1)-переменная, а X1t −
2X2t есть стационарная I(0)-комбинация, при условии, что начальное
значение X10−2X20 имеет инвариантное распределение. Следовательно,
Xt коинтегрировано с вектором (1,−2), а

∑t
i=1 ε2i представляет собой

общий тренд.
Из сказанного можно сделать вывод: простая модель коррекции

ошибок может порождать нестационарный, но коинтегрированный про-
цесс.

Пример 2 показывает, как присутствие общих трендов в предста-
влении Xt через скользящие средние может порождать коинтеграцию.
Пример 3 показывает, что определенные ограничения на параметры ав-
торегрессионной модели порождают коинтеграцию. Общий результат,
описывающий взаимосвязь этих двух подходов, был получен в [9] и будет
изложен в разделе 2 данной работы.

Мы рассмотрели ряд примеров, иллюстрирующих тот тип процес-
сов (случайное блуждание плюс стационарный процесс), с которым мы
будем иметь дело, и тип уравнений, порождающих такие процессы. В
разделе 3 будет приведен пример такого рода из области эконометрики.

Введенные определения порождают ряд интересных вопросов ма-
тематического, статистического и вероятностного свойства, а также во-
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просы, связанные с интерпретацией коинтеграции применительно к раз-
личным приложениям.

Математические вопросы:
— К какому типу нестационарных процессов относятся I(1)-процессы?
— Какие модели порождают коинтегрированные процессы?
Вопросы интерпретации:
— Как в терминах коинтеграционных соотношений сформулировать

привлекающие интерес экономические гипотезы?
— Какова интерпретация коинтеграционных соотношений и как можно

успешно применять модели коррекции ошибок?
Вопросы статистики:
— Как определить число коинтеграционных соотношений и общих

трендов?
— Как оценивать коинтеграционные соотношения и общие тренды?
— Как проверять гипотезы, относящиеся к рангу коинтеграции?
— Как на коинтеграционных соотношениях проверять экономические

гипотезы?
Вероятностные вопросы:
— Как выглядит (асимптотическая) теория статистических критери-
ев и оценок и можно ли получить более хорошие приближения для

точных распределений?

Далее мы обсудим некоторые из этих вопросов, а в разделах 3, 6
рассмотрим пример приложения в экономике.


